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2 1. ÒÅÎÐÈß ÌÅÐÛ È ÈÍÒÅÃÐÀË ËÅÁÅÃÀ

1 Òåîðèÿ ìåðû è èíòåãðàë Ëåáåãà
1.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ
Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ

èëè ïîíÿòèé), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê åäèíîå öåëîå. Ìû áó�
äåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâà ÷èñåë, ìíîæåñòâà òî÷åê,
ìíîæåñòâà ôóíêöèé è ò.ä. Êàæäîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòî�
ðûì ïðàâèëîì, ïî êîòîðîìó ìîæíî ñóäèòü ïðèíàäëåæèò ëè äàííûé
ýëåìåíò a ìíîæåñòâó X èëè íåò.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå òåîðåòèêî � ìíîæåñòâåííûå ïîíÿòèÿ, èñïîëü�
çóåìûå â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü A è B � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâà�
þòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ò. å.
åñëè a ∈ A, òî a ∈ B, è îáðàòíî: èç b ∈ B ñëåäóåò b ∈ A. Íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë {2,4,6, . . .} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæå�
ñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âñå ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò A,
ÿâëÿþòñÿ è ýëåìåíòàìè B (ïðè÷åì ñëó÷àé A = B íå èñêëþ÷àåòñÿ), òî
ìû íàçûâàåì A ïîäìíîæåñòâîì B è ïèøåì A ⊆ B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(X) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X. Ïóñòûì ìíîæåñòâîì (îáîçíà÷àåòñÿ ∅) íàçîâåì ìíîæåñòâî, íå
ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ∅ â êà÷å�
ñòâå ïîäìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, îòëè÷íûå
îò íåãî ñàìîãî è îò ∅, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè. Ìíîæåñòâî, êîòî�
ðîå ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, îáîçíà÷àåòñÿ {a}.

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A ∩ B, ñî�
ñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàê ìíîæåñòâó A, òàê
è ìíîæåñòâó B, ò. å. A ∩ B = {x | x ∈ A, x ∈ B}. Ïðåñå÷åíèå ëþ�
áîãî (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà ìíîæåñòâ Aγ îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì ⋂

γ∈Γ

Aγ = {x | x ∈ Aγ, äëÿ âñåõ γ ∈ Γ}.

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A ∪ B, ñî�
ñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ
A è B, ò. å. A ∪ B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåò�
ñÿ îáúåäèíåíèå ëþáîãî (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà ìíîæåñòâ:
åñëè {Aγ},γ ∈ Γ, íàáîð ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ, ãäå γ � èíäåêñ êàæäî�
ãî, êîòîðûé ïðîáåãàåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
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èíäåêñîâ Γ, òî ⋃

γ∈Γ

Aγ = {x | ∃γ ∈ Γ, x ∈ Aγ}.

Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ êîììóòàòèâíû è
àññîöèàòèâíû, êðîìå òîãî îíè âçàèìíî äèñòðèáóòèâíû.

Íàçîâåì ðàçíîñòüþ A \ B ìíîæåñòâ A è B ñîâîêóïíîñòü òåõ
ýëåìåíòîâ èç A, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â B, ò. å. A \ B = {x | x ∈ A,
x /∈ B}. Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A ⊃ B.

Èíîãäà (íàïðèìåð, â òåîðèè ìåðû) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñèììåò�
ðè÷åñêóþ ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ A è B, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñóììà ðàçíîñòåé A \ B è B \ A è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 4. Òàêèì
îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ, A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

Óïð àæí å í è å 1. Ïîêàçàòü, ÷òî A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñåìåéñòâî P(X) îòíîñèòåëüíî îïå�
ðàöèè 4 îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó ñ åäèíèöåé ∅ è êàæäîå ìíîæåñòâî
ïðè ýòîì ïðîòèâîïîëîæíî ñàìîìó ñåáå.

Ïóñòü A ⊂ X, äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
CA = X \A. Ñ ïîíÿòèåì äîïîëíåíèÿ ñâÿçàí ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè,
êîòîðûé îñíîâàí íà äâóõ ñîîòíîøåíèÿõ:

1.
⋃
γ∈Γ

(CAγ) = C(
⋂
γ∈Γ

Aγ);

2.
⋂

γ∈Γ(CAγ) = C(
⋃
γ∈Γ

Aγ).

Óïð àæí å í è å 2. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1. A \B = A ∩ (A4B);
2. A ∪B = (A ∩B)4 (A4B);
3. (X \ A)4 (X \B) = A4B;
4. A ∩B = (A ∪B) \ (A4B);
5. A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C).

Äåêàðòîâûì èëè ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçû�
âàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y, ñîñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x,y), ãäå
x ∈ X, y ∈ Y. Ïðîèçâåäåíèå X×X íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì
ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ X2. Òàê, ïëîñêîñòü êàê ñîâîêóïíîñòü òî�
÷åê, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íîãî
ðàäèóñà, íà÷èíàÿ ñ îêðóæíîñòè ðàäèóñà r = 0.

×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ðàçáèåíèå íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä�
ìíîæåñòâà, ò. å. íà êëàññû. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà êëàññû ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå íåêîòîðîãî ïðèçíàêà � îòíîøåíèÿ.
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Îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîä�
ìíîæåñòâî R èç èõ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y . Åñëè X = Y , òî
îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X .

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x,y) ∈ R èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå xRy
è ãîâîðÿò, ÷òî x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè R ê y.

Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà�
ëåíòíîñòè íà X, åñëè äëÿ âñåõ x,y,z ∈ X âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) � (x,x) ∈ R äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(ii) � (x,y) ∈ R → (y,x) ∈ R;

(iii) � (x,y) ∈ R, (y,z) ∈ R → (x,z) ∈ R.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼. Åñëè íà ìíî�
æåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ìíîæåñòâî X ðàç�
áèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé
ýëåìåíòîâ. Êëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò x, îáîçíà÷àåì x̂.

Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà,
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (iii) è óñëîâèþ àíòèñèììåòðè÷�
íîñòè, ò. å. (x,y) ∈ R, (y,x) ∈ R ⇒ x = y. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà ïðè�
íÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ≺ . Òàêèì îáðàçîì, a ≺ b îçíà÷àåò, ÷òî a
ïîä÷èíåí b. Ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà äëÿ
íåêîòîðûõ ïàð ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Íàïðèìåð, P(X) óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ.

Ïóñòü (X, ≺) � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
a è b èç A âûïîëíåíî ëèáî a ≺ b ëèáî b ≺ a.

Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî a ≺ x äëÿ âñåõ a ∈ A; x ∈ X
íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó è íèæíÿÿ ãðàíü.

Ýëåìåíò α ∈ A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì â A, åñëè α Â a äëÿ
ëþáîãî a ∈ A; ìàêñèìàëüíûì â A, åñëè èç òîãî, ÷òî α ≺ a äëÿ
a ∈ A âûòåêàåò, ÷òî α = a. Ëþáîé íàèáîëüøèé ýëåìåíò áóäåò è
ìàêñèìàëüíûì, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì,
åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïî�
ðÿäêà. Ó ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà âñå ýëåìåíòû ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé.
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Ëåììà 1.1.1 Öîðíà. Åñëè â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (X, ≺)
âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
â X ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Ïóñòü X, Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Åñëè êàæäîìó
ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâèòü ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó ýëåìåíò y ∈ Y,
òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X íà Y. Îòîáðà�
æåíèå f : X → Y èíà÷å íàçûâàþò ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå X ñî
çíà÷åíèåì âî ìíîæåñòâå Y.

Ïóñòü ýëåìåíò x ∈ X, òîãäà ýëåìåíò y = f(x) íàçûâàþò îáðàçîì
ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè f, à ýëåìåíò x � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y.
Åñëè A ⊂ X, òî îáðàçîì ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî f(A) =
= {y ∈ Y |y = f(x), x ∈ A}. Åñëè B ⊂ Y, òî ïîëíûì ïðîîáðàçîì
ìíîæåñòâà B áóäåò ìíîæåñòâî f−1(B) = {x ∈ X|f(x) = y, y ∈ B}.

Îòîáðàæåíèå f |A : A → Y òàêîå, ÷òî f |A(a) = f(a) äëÿ âñåõ
a ∈ A íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ïîäìíîæåñòâå A, à
f � ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f |A íà X. Îòîáðàæåíèå f : X → Y
íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, èëè èíúåêöèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
x1, x2 ìíîæåñòâà X òàêèõ, ÷òî x1 6= x2, âûïîëíåíî f(x1) 6= f(x2);
ñþðúåêòèâíûì, èëè ñþðúåêöèåé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y
èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîîáðàç; áèåêòèâíûì, èëè áèåêöèåé, åñëè îíî
èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî îäíîâðåìåííî.

Óïð àæí å í è å 3. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1. f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B);
2. f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B);
3. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

Äâà ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè èëè èìåþ�
ùèìè îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå (âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y .

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíî�
æåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè) â âèäå ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòè (xn)n∈N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî X íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíî, åñëè îíî ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Íàïðèìåð, åñëè îá�
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, òî òàêîé æå áóäåò
è îáëàñòü åå çíà÷åíèé.
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Ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî ñòåïåíåé
÷èñëà 2, ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâî X , íå ÿâëÿþùååñÿ ñ÷åòíûì, íàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì. Íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ñâîåé ñîá�
ñòâåííîé ÷àñòè. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîä�
ìíîæåñòâî. Íåñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî�
÷åê îòðåçêà [a,b] èëè èíòåðâàëà (a,b), ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà ïðÿ�
ìîé, ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ïðîñòðàíñòâà, ïîâåðõíîñòè ñôåðû,
ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷è
1. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà, îáëàäàþùèå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè äåñÿòè÷�

íûìè ðàçëîæåíèÿìè, îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.
2. Âûÿñíèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáðàçîì ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíî�

æåñòâ è ïåðåñå÷åíèåì èõ îáðàçîâ.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç äîïîëíåíèÿ ðàâåí äîïîëíåíèþ ïðîîá�

ðàçà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îáðàçà äîïîëíåíèÿ.
4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè óäîâëåòâîðÿ�

åò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

A4B ⊂ (A4 C) ∪ (B 4 C).

5. Äîêàçàòü, ÷òî
1.(A1 ∩ A2)4 (B1 ∩B2) ⊂ (A1 4B1) ∩ (A2 4B2).
2.(A1 ∪ A2)4 (B1 ∪B2) ⊂ (A1 4B1) ∪ (A2 4B2).
3.(A1 \ A2)4 (B1 \B2) ⊂ (A1 4B1) \ (A2 4B2).

1.2 Êîëüöî, ïîëóêîëüöî, àëãåáðà ìíîæåñòâ
Äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ìåðû íàì ïîíàäîáèòñÿ êëàññ ìíîæåñòâ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ïî îòíîøåíèþ ê ââåäåííûì îïåðàöèÿì íåêîòîðûì
îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì çàìêíóòîñòè.

Ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, P(X) � ñåìåéñòâî åãî ïîä�
ìíîæåñòâ.
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Îïð å ä å ë å í è å 1.2.1. Íåïóñòîå ñåìåéñòâî K ⊂ P(X) íàçûâàþò
êîëüöîì ïîäìíîæåñòâ, åñëè îíî îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç âûïîë�
íåíèÿ óñëîâèé A ∈ K è B ∈ K âûòåêàåò, ÷òî A4B ∈ K,A ∩B ∈ K.

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Ïóñòü K ⊂ P(X) � êîëüöî. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ∈ K âûïîëíåíî A ∪B ∈ K è A \B ∈ K.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåä�
ëèâû ðàâåíñòâà A ∪ B = (A4 B)4 (A ∩ B) è A \ B = A

⋂
(A4 B),

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ∪B ∈ K è A \B ∈ K. ⊗
Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî ìíîæåñòâ çàìêíóòî ïî îòíîøåíèþ ê âçÿ�

òèþ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ, âû÷èòàíèþ è îáðàçîâàíèþ ñèììåòðè÷åñêîé
ðàçíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëüöî çàìêíóòî è ïî îòíîøåíèþ ê îáðàçîâà�
íèþ ëþáûõ êîíå÷íûõ ñóìì è ïåðåñå÷åíèé, ò. å. åñëè A1, . . . , An ∈ K,

òî òàêæå
n⋃

k=1
Ak ∈ K,

n⋂
k=1

Ak ∈ K. Îäíàêî êîëüöî íå çàìêíóòî îòíîñè�
òåëüíî ïåðåõîäà ê äîïîëíåíèþ ìíîæåñòâà.

Ëþáîå êîëüöî ñîäåðæèò ∅, òàê êàê âñåãäà A \ A = ∅. Ñèñòåìà,
ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèìåíü�
øåå âîçìîæíîå êîëüöî ìíîæåñòâ.

Óïð àæí å í è å 4. Ïîêàçàòü, ÷òî íåïóñòàÿ ñèñòåìà G ⊂ P(X), çàìêíóòàÿ
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, ëèáî ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Îïð å ä å ë å í è å 1.2.2. Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè X ∈
K. X â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà.

Ïðèì å ð 1. 1). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñèñòåìà P(X) âñåõ
åãî ïîäìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó ìíîæåñòâ.

2). Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñèñòåìà åãî êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ ïîä�
ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî, íî íå àëãåáðó.

3). Ñèñòåìà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ íà R ÿâëÿåòñÿ êîëü�
öîì, íî íå àëãåáðîé.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ íà R êîëüöî
íå îáðàçóåò.

Óòâåðæäåíèå 1.2.2. Ïóñòü íåïóñòàÿ ñèñòåìà K ⊂ P(X) îá�
ëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ëþáîãî A ∈ K åãî äîïîëíåíèå X \ A = CA ∈ K;
2) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ K âûïîëíåíî A ∪B ∈ K.
Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. X ∈ K, òàê êàê X = At(X\A). Ïîêàæåì, ÷òîK
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Äåéñòâèòåëüíî, A∩B = X \((X \A)∪(X \B)) ∈ K,
A \B = A ∩X \B ∈ K,A4B = (A ∪B) \ (A ∩B) ∈ K. ⊗

Êîëüöî ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ σ - êîëüöîì, åñëè îíî âìåñòå ñ êàæ�
äîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . ñîäåðæèò è èõ ñ÷åòíîå
îáúåäèíåíèå, ò. å.

∞⋃
k=1

Ak ∈ K.

σ � àëãåáðîé íàçûâàþò σ - êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Â òåîðèè ìåðû ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàñøèðÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñòå�

ìó ìíîæåñòâ äî êîëüöà (àëãåáðû) èëè σ � êîëüöà (σ � àëãåáðû).

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ S ⊂
P(X) ñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ò. å.
òàêîå êîëüöî ìíîæåñòâ K(S), ÷òî ñîäåðæàùåå S ⊂ K(S) è K(S) ⊂
K äëÿ ëþáîãî êîëüöà K, ñîäåðæàùåãî S.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîëüöî K, ñîäåðæàùåå S ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð,
K = P(X). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëüöî K îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé S îä�
íîçíà÷íî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìîòðèì ìíîæå�
ñòâî M =

⋃
A∈S

A è êîëüöî P(M) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M.
Ïóñòü Σ = {K|K ⊂ P(M),S ⊂ K} � ìíîæåñòâî âñåõ êîëåö, ñîäåðæà�
ùèõ S. Òîãäà èñêîìûì êîëüöîì áóäåò

K(S) =
⋂

K∈∑
K. (1.2.1)

K(S) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì êîëüöîì, ïîòîìó ÷òî êàêîâî áû íè áûëî
êîëüöî K,, ñîäåðæàùåå S, ïåðåñå÷åíèå K ∩K(S) áóäåò êîëüöîì èç Σ,
òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà êîëåö åñòü êîëüöî (äîêàæèòå!).
Òî, ÷òî K(S) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, âèäíî èç (??). Åñëè A,B ∈ K(S), òî
A,B ∈ K, ãäå K � êîëüöî èç Σ, ïîýòîìó A∩B,A4B ∈ K(S). Êîëüöî
K(S) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òå è òîëüêî òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ëèáî âõîäÿò
â S, ëèáî ïîëó÷àþòñÿ èç ñåìåéñòâà S ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîãî ÷èñëà
îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. ⊗

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîñòðîåíèå K(S) ïî ïðîèç�
âîëüíîé ñèñòåìå S äîâîëüíî ñëîæíî. Ïîýòîìó âûäåëèì ñïåöèàëüíûé
êëàññ ìíîæåñòâ, ïî êîòîðîìó ìèíèìàëüíîå êîëüöî K(S) ñòðîèòñÿ ïðî�
ñòî.
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Îïð å ä å ë å í è å 1.2.3. Íåïóñòàÿ ñèñòåìà S ⊂ P(X) ïîäìíî�
æåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì, åñëè îíà ñîäåðæèò
ïóñòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ
è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè A,B ∈ S, òî íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ
ñèñòåìà C1, . . . ,Cn ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èç S, ÷òî

A \B =
n⊔

k=1

Ck.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè S � ïîëóêîëüöî ìíîæåñòâ, òî äëÿ A,B ∈ S
ýëåìåíòû A \B è A ∪B â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü S.

Ïðèì å ð 2. 1). Âñÿêîå êîëüöî ìíîæåñòâ K ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü�
öîì.

2). Ñîâîêóïíîñòü S âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà [a,b) íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé R îáðàçóåò ïîëóêîëüöî, íî íå êîëüöî.

3). Ñîâîêóïíîñòü S "ïîëóîòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ"[a,b)× [c,d)
íà ïëîñêîñòè îáðàçóåò ïîëóêîëüöî, êîòîðîå êîëüöîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Óïð àæí å í è å 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëóêîëåö ÿâëÿåòñÿ
ïîëóêîëüöîì, à ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö ìîæåò íå áûòü êîëüöîì.

Ïóñòü A ∈ S, à ìíîæåñòâî A1 ⊂ A, òîãäà ìíîæåñòâî A ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

A =
m⊔

i=1

Ai, Ai ∈ S, (1.2.2)

ãäå A1 � çàäàííîå ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ïî�
ëóêîëüöà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà C1, C2, . . . ,Cn èç S, ÷òî
A \ A1 =

n⊔
i=1

Ci, òîãäà A = A1
⊔

(
n⊔

i=1
Ci)

Ôîðìóëà (1.2.2) çàäàåò êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà ïîëóêîëü�
öà.

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü A1,A2, . . . ,An,A ∈ S è Ai∩Aj = ∅, (i 6= j),
ïðè÷åì âñå ìíîæåñòâà Ai ⊂ A. Òîãäà íàáîð ìíîæåñòâ Ai(i = 1,
2, . . . ,n) ìîæíî äîïîëíèòü ìíîæåñòâàìè An+1, . . . ,Am ∈ S äî êî�
íå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

A =
m⊔

i=1

Ai(m > n)

ìíîæåñòâà A.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê�
öèè ïî n. Ïðè n = 1 A1 ⊂ A, ïîýòîìó èìååì (1.2.2), êîòîðîå âûòåêàåò
èç îïðåäåëåíèÿ êîëüöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðà�
âåäëèâî äëÿ n = k, ò. å.

A = A1 t . . . t Ak tB1 . . . tBl,

ãäå Bs(s = 1,2, . . . ,l) ∈ S è äîïîëíÿþò ñèñòåìó {Ai}k
i=1 äî ðàçëîæåíèÿ

ìíîæåñòâà A.
Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ n = k + 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Bs1 = Bs ∩ Ak+1 ∈ S(s = 1,2, . . . ,l). Òîãäà
êàæäîå Bs äîïóñêàåò êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå

Bs =

rs⊔
j=1

Bsj

Òîãäà

A =
k+1⊔

i=1

⊔ l⊔
s=1

rs⊔

j=1

Bsj

èñêîìîå ðàçëîæåíèå äëÿ n = k + 1. ⊗
Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü S ⊂ P(X) � ïîëóêîëüöî, òîãäà ìèíè�

ìàëüíîå êîëüöî K(S), ïîðîæäåííîå S, ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ìíî�
æåñòâ, äîïóñêàþùèõ êîíå÷íûå ðàçëîæåíèÿ, ò. å.

K(S) =
{

A : A =

n(A)⊔

i=1

Ai, Ai ∈ S
}

.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ K(S), äîïóñ�
êàþùèõ êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå ñâîèõ ìíîæåñòâ íà ìíîæåñòâà Ai ∈ S,
îáðàçóåò êîëüöî.

Ïóñòü A,B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà èç ýòîé ñèñòåìû, òîãäà

A =
n(A)⊔
i=1

Ai, B =
m(B)⊔
j=1

Bj, Ai, Bj ∈ S. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Cij =

= Ai ∩Bj ∈ S, òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2.1èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

Ai =
⊔

j

Cij

⊔ ri⊔

k=1

Dik, Bj =
⊔

i

Cij

⊔ sj⊔

l=1

Ejl (1.2.3)
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ãäå Èç ðàâåíñòâ (1.2.3) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâà A ∩ B è A 4 B
äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ

A ∩B =
⊔

i,j

Cij, A4B =
⊔

i,k

Dik

⊔⊔

j,l

Ejl

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàòñÿ â ñèñòåìå. ⊗
Ïðèì å ð 3. 1). Ïóñòü X = [a,b) � ôèêñèðîâàííûé ïîëóèíòåð�

âàë, ïîëóêîëüöî S = {[α,β) ⊆ [a,b)}. K(S) ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóèíòåðâàëîâ. K(S) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.

2). Ðàññìîòðèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñèñòåìó S, ñîñòîÿùóþ èç
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîëóêîëüöî íå îáðàçóþò, íî ìîãóò âû�
ñòóïàòü â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû. Â σ - àëãåáðó, ïîðîæäåí�
íóþ ñèñòåìîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, âõîäÿò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà,
âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà òèïà Gδ � ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâà òèïà Gδσ � ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ìíî�
æåñòâ òèïà Gδ è ò.ä. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùèå�
ñÿ èç èíòåðâàëîâ ïðèìåíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ,
ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè. Ïîëó÷åííàÿ σ � àëãåáðà íàçûâàåòñÿ áîðåëåâ�
ñêîé, îáîçíà÷àåòñÿ B(R), à å¼ ýëåìåíòû áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Çàäà÷è
1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {a,b,c} ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ

ýëåìåíòîâ.
à) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëóêîëüöà S ⊂ P(X), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì.
á) Ïðè çàäàííîì ïîëóêîëüöå S ⊂ P(X) ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå

êîëüöî K(S).
2. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïå�

ðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ðàçíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
3. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ êîëåö

íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîëüöîì.
4. Ïóñòü f : X → Y � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, K1 ⊂ P(X) � êîëü�

öî ïîäìíîæåñòâ. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà {f(A)|A ∈ K1} ïîäìíîæåñòâ
â Y íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîëüöîì.

Ïóñòü K2 ⊂ P(Y ) � êîëüöî ïîäìíîæåñòâ Y . ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î ñèñòåìå {f−1(A)|A ∈ K2} ?
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1.3 Ïîíÿòèå ìåðû ìíîæåñòâà. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
ìåðû

Ïîíÿòèå ìåðû ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òà�
êèõ ïîíÿòèé êàê äëèíà îòðåçêà, ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, îáúåì ïà�
ðàëëåëåïèïåäà è ò. ä. Ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
íå ôîðìóëîé, âûðàæàþùåé ñîîòâåòñòâåííî äëèíó, ïëîùàäü è îáúåì,
à îáùèìè èõ ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê íåîòðèöàòåëüíîñòü è àääèòèâ�
íîñòü. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìåðó äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà òàê íàçûâàå�
ìûõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ. À çàòåì ðàñøèðèì ýòî ïîíÿòèå íà áîëåå
îáøèðíûé êëàññ ìíîæåñòâ � èçìåðèìûõ.

Îïð å ä å ë å í è å 1.3.1. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X çàäàíî
ïîëóêîëüöî S ⊂ P(X). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà S çàäàíà ìåðà, åñëè
êàæäîìó ýëåìåíòó A ∈ S ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî m(A) ∈ R è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)m(A) > 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü);
2) åñëè A =

n⊔
i=1

Ai, A, Ai ∈ S, òî m(A) =
n∑

i=1
m(Ai) (àääèòèâíîñòü).

Òàêèì îáðàçîì, ìåðà ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà ïî�
ëóêîëüöå ìíîæåñòâ.

Ïðèì å ð 4. 1). Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî
S = {[a,b)| − ∞ < a < b < +∞} è îïðåäåëèì ìåðó m

(
[a,b)

)
= b − a.

Äëèíà ïîëóèíòåðâàëà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåðû.
2). Íà R2 ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî S, ñîñòîÿùåå èç "ïîëóîòêðû�

òûõ"ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.
Òîãäà ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåðû.

3). Ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî 1). Ïóñòü F : R → R � íåêîòî�
ðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ìåðó ïîëóèíòåðâàëà [a,b) òàê:
mF

(
[a,b)

)
= F (b) − F (a). Äëÿ âûïîëíåíèÿ àêñèîìû 1 íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F (b) − F (a) > 0, åñëè b > a, ò. å ÷òîáû ôóíêöèÿ
F áûëà ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé. Ïîêàæåì, ÷òî àêñèîìà 2 ïðè ýòîì
âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü [a,b) =

n⊔
i=1

[ai−1,ai), ãäå a0 = a,
an = b, òîãäà

n∑
i=1

mF

(
[ai−1,ai)

)
=

m∑
i=1

(
F (ai)− F (ai−1)

)
= F (an)− F (a0) =
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= F (b)− F (a) = mF

(
[a,b)

)
.

4). Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X çàäàíî ïîëóêîëüöî, ñî�
ñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Ìîæíî îïðåäåëèòü ìåðó ëþáî�
ãî ìíîæåñòâà A ∈ S êàê êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåì. Î÷åâèäíî, ÷òî
àêñèîìû ìåðû áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.

Ïðè îïðåäåëåíèè ìåðû ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êî�
íå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. ×àñòî ïðèõîäèò�
ñÿ íà ïðàêòèêå ïðåäñòàâëÿòü A â êà÷åñòâå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ è îïðåäåëÿòü ìåðó A.

Îïð å ä å ë å í è å 1.3.2. Ìåðà m, çàäàííàÿ íà ïîëóêîëüöå
S ∈ P(X) íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî � àääèòèâíîé (σ - àääèòèâíîé),
åñëè äëÿ ëþáûõ A1, A2, . . . ∈ S òàêèõ, ÷òî A =

∞⊔
i=1

Ai ∈ S âûïîëíåíî

m(A) =
∞∑
i=1

m(Ai). (1.3.1)

×óòü ïîçæå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåðàõ σ - àääèòèâíûõ ìåð.
À ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìåðû. Ñâîéñòâà ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü â ñëó÷àå çàäàíèÿ ìåðû íà êîëüöå, ïîñêîëüêó êàæäîå
êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì è â îòëè÷èå îò ïîëóêîëüöà çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

Ñâîéñòâî 1.3.1 ( Ìîíîòîííîñòü ìåðû). Ïóñòü A,B ∈ K è ïðè
ýòîì A ⊆ B. Òîãäà

m(A) 6 m(B). (1.3.2)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ìíîæå�
ñòâà B = At (B \A), ïðè÷åì B \A ∈ K, òî â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû

m(B) = m(A) + m(B \ A), (1.3.3)
ïðè÷åì m(B \ A) > 0. Çíà÷èò, m(B) > m(A). ⊗

Ñâîéñòâî 1.3.2 (Ñóáòðàêòèâíîñòü ìåðû). Åñëè A,B ∈ K è
A ⊆ B, òî

m(B \ A) = m(B)−m(A). (1.3.4)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (1.3.2) ñâîéñòâà 1. ⊗
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Ñâîéñòâî 1.3.3. Ïóñòü A,B ∈ K, òîãäà

m(A ∪B) = m(A) + m(B)−m(A ∩B). (1.3.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A∪B =
(
A\ (A∩B)

)tB è A∩B ⊂ A,
òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìåðû è ñâîéñòâà 2 áóäåì èìåòü m(A ∪ B) =
= m

(
A \ (A ∩B)

)
+ m(B) = m(A)−m(A ∩B) + m(B). ⊗

Ñâîéñòâî 1.3.4. Åñëè A,B ∈ K, òî

m(A4B) = m(A) + m(B)− 2m(A ∩B). (1.3.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåä�
ñòàâëåíèÿ: A 4 B =

(
A \ (A ∩ B)

) t (
B \ (A ∩ B)

)
, A ∩ B ⊂ A,

A∩B ⊂ B. Ïîýòîìó, m(A4B) = m
(
A \ (A∩B)

)
+m

(
B \ (A∩B)

)
=

= m(A)−m(A∩B)+m(B)−m(A∩B) = m(A)+m(B)− 2m(A∩B).
⊗

Ñâîéñòâî 1.3.5. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ∈ K âûïîëíÿåòñÿ

|m(A)−m(B)| 6 m(A4B). (1.3.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ A ⊂ (A 4 B) ∪ B, B ⊂ (A 4 B) ∪ B, òî ïî ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè ìåðû èìååì m(A) 6 m(B) + m(A 4 B) è m(B) 6
6 m(A) + m(A4B). Îòêóäà |m(A)−m(B)| 6 m(A4B). ⊗

Ñâîéñòâî 1.3.6. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C ∈ K èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

m(A4B) 6 m(A4 C) + m(C 4B). (1.3.8)

Óïð àæí å í è å 6. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 6.

Ñâîéñòâî 1.3.7 (ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü ìåðû). Ïóñòü A1,

A2, . . . ∈ K è A =
∞⋃
i=1

Ai ∈ K è ïóñòü ìåðà m, çàäàííàÿ íà K, σ -
àääèòèâíà, òîãäà

m(A) 6
∞∑
i=1

m(Ai). (1.3.9)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî A â âèäå ñ÷åòíîãî îáú�
åäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Bk, îïðåäåëÿÿ èõ ñëå�
äóþùèìè ôîðìóëàìè: B1 = A1, B2 = A2 \ A1, . . . Bk = Ak \

k−1⋃
i=1

Ai.

Òîãäà A =
∞⋃
i=1

Ai =
∞∐

k=1
Bk è

m(A) =
∞∑

k=1

m(Bk) 6
∞∑
i=1

m(Ai),

ïîñêîëüêó Bk ⊂ Ak äëÿ âñåõ k ∈ N. ⊗
Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R çàäàíî ïîëóêîëü�

öî, ïîðîæäåííîå ñèñòåìîé ïîëóèíòåðâàëîâ [a,b). Òîãäà äëèíà ïîëó�
èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ σ - àääèòèâíîé ìåðîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = [a,b), Ai = [ai,bi) è A =
∞⊔
i=1

Ai.

Ïîêàæåì, ÷òî

m(A) =
∞∑
i=1

m(Ai),

ò. å. b − a =
∞∑
i=1

(bi − ai). Òàê êàê
n⊔

i=1
Ai ⊂ A ïðè ëþáîì n ∈ N, òî

â ñèëó ìîíîòîííîñòè ìåðû èìååì
n∑

i=1
(bi − ai) =

n∑
i=1

m(Ai) 6 b − a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=1

(bi − ai) ñõîäèòñÿ è
∞∑
i=1

(bi − ai) 6 b− a.
Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è

äëÿ êàæäîãî ïîëóèíòåðâàëà Ai = [ai,bi) ïîñòðîèì ñîäåðæàùèé åãî
èíòåðâàë Bi =

(
ai − ε/2i+1, bi

)
, ò. å. Ai ⊂ Bi. Âìåñòî ïîëóèíòåðâàëà

A = [a,b) âîçüìåì ñîäåðæàùèéñÿ â íåì îòðåçîê B = [a, b− ε/2]. Èìå�
åì B ⊂ A =

∞⋃
i=1

Ai ⊂
∞⋃
i=1

Bi. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê B ïîêðûò
ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ãåéíå � Áîðåëÿ è âûäå�
ëèì èç ýòîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîäïîêðûòèå,
ñîñòîÿùåå èç n èíòåðâàëîâ, ò. å. B ⊂

n⋃
i=1

Bi, òîãäà äëèíà îòðåçêà B íå
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ïðåâçîéäåò ñóììû äëèí èíòåðâàëîâ Bi, ò. å.

b− ε

2
− a 6

n∑

i=1

(
bi − ai +

ε

2i+1

)
=

n∑

i=1

(bi − ai) +
ε

2
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

b− a 6
n∑

i=1

(bi − ai) + ε 6
∞∑
i=1

(bi − ai) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

b− a 6
∞∑
i=1

(bi − ai).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà. ⊗
Ïðèì å ð 5. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íå σ - àääèòèâíîé ìåðû.
Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî S = {[a,b) ⊂ R} è

ìåðó çàäàäèì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

F (x) =

{
0, x < 1/2,
1, x > 1/2

ôîðìóëîé mF

(
[a,b)

)
= F (b) − F (a). Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà m íå σ - àä�

äèòèâíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîëóèíòåðâàëà ñóùåñòâóåò
òàêîå åãî ðàçáèåíèå, ÷òî (1.3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü A = [0,1/2) è
Ai = [ai,ai+1), a1 = 0, ai → 1/2 ïðè i →∞, ïðè÷åì A =

∞⊔
i=1

Ai. Òîãäà

mF (A) = F (1/2)− F (0) = 1− 0 = 1.

Îäíàêî
n∑

i=1
mF (Ai) =

n∑
i=1

(
F (ai+1 − F (ai)

)
= 0. Ïîýòîìó

lim
n→∞

n∑

i=1

mF (Ai) =
∞∑

i=1

mF (Ai) = 0.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1.3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïðèì å ð 6. Ïðèâåäåì ïðèìåðû σ -àääèòèâíûõ ìåð.
1). Ïóñòü x0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X. Äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà A ⊂ X ïîëîæèì

m(A) =

{
1, åñëè x0 ∈ A,
0, åñëè x0 /∈ A.

Ýòî σ -àääèòèâíàÿ ìåðà íà S = P(X).
2). Ïóñòü X = {x1, x2, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé

ïðèðîäû è ÷èñëà pn > 0 òàêîâû, ÷òî
∞∑

n=1

pn = 1.

Ïóñòü S = P(X) è äëÿ êàæäîãî A ⊂ X ïîëîæèì

m(A) =
∑

xn∈A

pn.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî m(A) ÿâëÿåòñÿ σ -àääèòèâíîé ìåðîé è
m(X) = 1. Äàííûé ïðèìåð èìååò îòíîøåíèå ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Çàäà÷è
1.Ïóñòü m � ìåðà, çàäàííàÿ íà àëãåáðå K ⊂ P(X) è ïóñòü m(A)

è m(B) íå ìåíüøå, ÷åì 0,8m(X). Äîêàçàòü, ÷òî m(A∩B) > 0,6m(X).
2. Ïóñòü X = Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà R. Íà σ - àë�

ãåáðå P(X) îïðåäåëèòü ìåðó òàê, ÷òîáû ìåðà êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî
÷èñëà áûëà ïîëîæèòåëüíà, à ìåðà m(Q) = 1.

3. Ïóñòü m1,m2 � ìåðû íà àëãåáðå K ⊂ P(X). Äîêàçàòü,÷òî
m = αm1 + βm2, ãäå α,β � ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà K.

1.4 Ïðîäîëæåíèå ìåðû ñ ïîëóêîëüöà íà ìèíèìàëüíîå
êîëüöî

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X è S ⊂ P(X) � ïîëóêîëüöî åãî ïîäìíî�
æåñòâ, íà êîòîðîì çàäàíà ìåðà m. Ïðîäîëæèì ìåðó íà ìèíèìàëüíîå
êîëüöî K(S), ïîðîæäåííîå ïîëóêîëüöîì S.
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Îïð å ä å ë å í è å 1.4.1. Ìåðà µ, çàäàííàÿ íà êîëüöå K, íàçûâàåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ìåðû m, åñëè S ⊂ K è µ(A) = m(A) äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà A ∈ S.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü m � ìåðà íà ïîëóêîëüöå S ⊂ P(X) è
K(S) � ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ïîðîæäåííîå S. Òîãäà íà K(S) ñóùå�
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà µ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû m.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A ∈ K(S), òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.2 îíî

ïðåäñòàâèìî â âèäå A =
n(A)⊔
i=1

Ai, Ai ∈ S. Ïîýòîìó åñëè íà K(S) îïðå�
äåëåíà ìåðà µ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû m, òî,

µ(A) =

n(A)∑
i=1

µ(Ai) =

n(A)∑
i=1

m(Ai). (1.4.1)

Èç (1.4.1) âûòåêàåò îäíîçíà÷íîñòü ìåðû µ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàæåì, ÷òî

ôîðìóëà

µ(A) =

n(A)∑
i=1

m(Ai). (1.4.2)

äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ïðîäîëæåíèå.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæå�

íèÿ, ò. å. íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèå µ(A) îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ìíîæå�

ñòâà A. Ïóñòü Ai, Bj ∈ S òàêèå, ÷òî A =
n(A)⊔
i=1

Ai =
m(A)⊔
j=1

Bj. Ïîêàæåì,

÷òî
n(A)∑
i=1

m(Ai) =
m(A)∑
j=1

m(Bj). Ïîëîæèì Cij = Ai ∩ Bj ∈ S, i = 1, n(A),

j = 1,m(A). Òîãäà Ai =
m⊔

j=1
Cij, Bj =

n⊔
i=1

Cij, òàê êàê äëÿ êàæäîãî

j = 1,k ìíîæåñòâà Cij ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîñêîëüêó ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ ìíîæåñòâà Bj; àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ i = 1,n. Ïîýòîìó,

m(Ai) =
m∑

j=1

m(Cij), m(Bj) =
n∑

i=1

m(Cij).
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è
n∑

i=1

m(Ai) =
n∑

i=1

m∑
j=1

m(Cij) =
m∑

j=1

n∑
i=1

m(Cij) =
m∑

j=1

m(Bj).

Äàííûå ðÿäû ñîñòîÿò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ è êîíå÷íû, ïîýòîìó
âîçìîæíà çàìåíà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ.

Èç ïîñòðîåíèÿ ìåðû µ âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ µ íåîòðèöàòåëüíà.
Ïîêàæåì, ÷òî åå àääèòèâíîñòü.

Ïóñòü A =
n⊔

k=1
Ak, ãäå A,Ak ∈ K(S), òîãäà Ak =

n(Ak)⊔
j=1

Dij , Dkj ∈ S

è µ(Ak) =
n(Ak)∑
j=1

m(Dij). Îòêóäà èìååì A =
n⊔

k=1

m(k)⊔
j=1

Dkj è

µ(A) =
n∑

k=1

m(k)∑
j=1

m(Dkj) =
n∑

k=1

µ(Ak),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ⊗
Ñëåäñòâèå 1.4.1. Åñëè ìåðà m íà ïîëóêîëüöå S ⊂ P(X) ÿâëÿåò�

ñÿ σ � àääèòèâíîé, òî åå ïðîäîëæåíèå íà K(S) òàêæå îáëàäàåò ñâîé�
ñòâîì σ - àääèòèâíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A =
∞⊔

k=1
Ak, A, Ak ∈ K(S). Òîãäà ïî

òåîðåìå 1.2.2 A =
m⊔

j=1
Bj, Ak =

s(k)⊔
l=1

Bkl ∈ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cjkl =

= Bj ∩Bkl ∈ S. Èìååì

µ(A) =
m∑

j=1

m(Bj) =
∑

j

∑

k,l

m(jkl) =
∑

k

∑

j,l

m(jkl) =
∞∑

k=1

m(Ak).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Bj =
⊔
k,l

Cjkl, Ak =
⊔
j,l

Cjkl è âîç�
ìîæíîñòüþ ìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ðÿäàõ ñ íåîòðèöàòåëüíû�
ìè ÷ëåíàìè. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èñõîäíàÿ ìåðà çàäà�
íà ïîëóêîëüöå, à íå íà ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ ñóùåñòâåí�
íî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè åå ïðîäîëæåíèÿ.
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Óïð àæí å í è å 7. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñèñòåìû ìíîæåñòâ íà ìíîæåñòâå X =
[0,a)× [0,a), a > 0, è ìåðû, äëÿ êîòîðîé ïðîäîëæåíèå íå îäíîçíà÷íî.

Ýëåìåíòû èç K(S) áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ìíîæåñòâà�
ìè.

Ïî òåîðåìå 1.4.1 ìîæíî âûäåëèòü êëàññ ìíîæåñòâ èçâåñòíûõ êàê
ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

Îïð å ä å ë å í è å 1.4.2. Ïóñòü íà K(S) ⊂ P(X) çàäàíà σ - àääè�
òèâíàÿ ìåðà m. Ìíîæåñòâî A ⊂ X (íåîáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùåå
êîëüöó K(S)) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð ìíîæåñòâ Ai ∈ K(S),

ïîêðûâàþùèé A (A ⊂
∞⋃
i=1

Ai), ÷òî

∞∑
i=1

µ(Ai) < ε.

Ïðèì å ð 7. 1). Íà ìíîæåñòâå R ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî, ïîðîæ�
äåííîå ñèñòåìîé ïîëóèíòåðâàëîâ, íà êîòîðîì çàäàíà åñòåñòâåííàÿ ìå�
ðà � äëèíà.

Ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî A = {a} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
ìåðû íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, {a} ⊂ [a,a + 1/n) è

m
(
[a,a + 1/n)

)
=

1

n
→ 0 ïðè n →∞.

2). Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü, ïîñêîëüêó äëèíà êàê ìåðà � ýòî σ - àääèòèâ�
íàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷è
1.5 Íåïðåðûâíîñòü ñ÷åòíî � àääèòèâíîé ìåðû

íà êîëüöå
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåðó, çàäàííóþ íà êîëüöå K, â ÷àñòíîñòè,

ýòî ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíîå êîëüöî K(S).

Îïð å ä å ë å í è å 1.5.1. Ìåðó m, çàäàííóþ íà êîëüöå K, íàçûâàþò
íåïðåðûâíîé ñâåðõó, åñëè äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî�
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ñòè ìíîæåñòâ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An . . . (An ↑ A) òàêîé, ÷òî A =
∞⋃

n=1
An,

ãäå A,An ∈ K, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

m(An) = m(A). (1.5.1)

Îïð å ä å ë å í è å 1.5.2. Ìåðó m, çàäàííóþ íà êîëüöå K, íàçûâàþò
íåïðåðûâíîé ñíèçó, åñëè äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ An . . . (An ↓ A) òàêîé, ÷òî A =

∞⋂
n=1

An, ãäå
A,An ∈ K, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.5.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìåðà íåïðåðûâíà ñâåðõó, òî îíà íåïðåðûâíà
ñíèçó è íàîáîðîò.

Îïð å ä å ë å í è å 1.5.3. Áóäåì íàçûâàòü ìåðó íåïðåðûâíîé, åñëè
îíà íåïðåðûâíà ñíèçó èëè ñâåðõó.

Òåîðåìà 1.5.1. Ìåðà m, çàäàííàÿ íà êîëüöå K, ÿâëÿåòñÿ σ -
àääèòèâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåïðåðûâíà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìåðà m íà K σ - àääè�
òèâíà è A =

∞⋃
n=1

An , ãäå An ↑ A, A, An ∈ K. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî A

â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A = A1 t (A2 \ A1) t . . . t (An \ An−1) t . . . ,

ãäå An \ An−1 ∈ K äëÿ âñåõ n = 2, 3, . . ., ïðè÷åì

An = A1 t (A2 \ A1) t . . . t (An \ An−1).

Òîãäà

m(A) = m(A1) +
∞∑

n=2

m(An \ An−1),

è ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòíûõ ñóìì
èìååò ïðåäåë. Íî Sn = m(An) = m(A1) +

n∑
i=2

m(Ai \Ai−1). Ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷èì

m(A) = lim
n→∞

m(An),
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ò. å. ìåðà íåïðåðûâíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìåðà m íåïðåðûâíà ñâåðõó íà êîëüöå K.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå A =
∞⊔
i=1

Bi, Bi ∈ K, â êîòîðîì ïîëîæèì

An =
n⊔

i=1

Bi,

òîãäà An ↑ A, An ∈ K. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè m èìååì

m(A) = lim
n→∞

m(An) = lim
n→∞

n∑
i=1

m(Bi) =
∞∑
i=1

m(Bi),

÷òî è îçíà÷àåò σ - àääèòèâíîñòü ìåðû m. ⊗
Çàìå÷àíèå 1.5.1. Åñëè ìåðà çàäàíà íà ïîëóêîëüöå è ÿâëÿåòñÿ òàì

íåïðåðûâíîé, òî îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ è íå σ - àääèòèâíîé.
Óïð àæí å í è å 8. Ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî X = [0,1) è ïîëóêîëüöî S ={

[a,b) ∩ Q ⊂ X
}
, íà êîòîðîì çàäàíà ìåðà m

(
[a,b) ∩ Q

)
= b − a. Äîêàæèòå, ÷òî

äàííàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ σ - àääèòèâíîé.

1.6 Âíåøíÿÿ ìåðà
Â ïàðàãðàôå 1.4 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáóþ ìåðó, çàäàííóþ íà ïîëó�

êîëüöå S, ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà ìèíèìàëüíîå
êîëüöî K(S). Åñëè ìåðà m íà S íå ÿâëÿåòñÿ σ - àääèòèâíîé, òî äàëü�
íåéøåå åå ïðîäîëæåíèå íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ â îáùåì
ñëó÷àå íåâîçìîæåí. Îäíàêî, åñëè ìåðà m σ - àääèòèâíà, òî åå ìîæíî
ïðîäîëæèòü íà êëàññ ìíîæåñòâ, êîòîðûé øèðå, ÷åì K(S), ñ ïîìîùüþ
ïðîäîëæåíèÿ. Êîíñòðóêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ëåáåãîì
â 1902 ã. Òàêîå ïðîäîëæåíèå íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâûì ïðîäîëæåíèåì.
Ìû îñòàíîâèìñÿ íà òîì ñëó÷àå, êîãäà K(S) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, ò. å.
X ∈ K(S), è âìåñòî K(S) áóäåì ïèñàòü ïðîñòî K.

Ïóñòü íà σ - àëãåáðå K çàäàíà σ - àääèòèâíàÿ ìåðà m. Îïðåäå�
ëèì íà ñèñòåìå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ôóíêöèþ µ?, êîòîðàÿ
êàæäîìó ìíîæåñòâó A ⊂ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî µ?(A) ïî
íåêîòîðîìó ïðàâèëó. Îïèøåì åãî. Ïîñêîëüêó X ∈ K, òî äëÿ êàæ�
äîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò åãî ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè àëãåáðû K,
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íàïðèìåð, A1 = X,Ai = ∅, i = 2, . . . . Âû÷èñëèì ìåðó ïîêðûòèÿ è ïî�
ñ÷èòàåì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì. Òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò, ïîòîìó ÷òî

∞∑
i=1

m(Ai) > 0, ãäå A ⊂
∞⋃
i=1

Ai,

Ai ∈ K.

Îïð å ä å ë å í è å 1.6.1. Âíåøíåé ìåðîé ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçû�
âàåòñÿ ÷èñëî µ?(A) ∈ R òàêîå, ÷òî

µ?(A) = inf
A⊂

∞⋃
i=1

Ai

∞∑

i=1

m(Ai), Ai ∈ K. (1.6.1)

Óòâåðæäåíèå 1.6.1. Âíåøíÿÿ ìåðà êàê ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà
X, ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû m, çàäàííîé íà K(S).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ A ∈ K ñïðàâåä�
ëèâî

m(A) = µ?(A).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, A,Ai ∈ K, òî

m(A) 6
∞∑
i=1

m(Ai).

Â íåðàâåíñòâå ïåðåéäåì ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïî âñåâîçìîæíûì
ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà A, ïîëó÷èì

m(A) 6 µ?(A).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ âíåøíåé ìåðû ñëåäóåò, ÷òî

µ?(A) 6
∞∑
i=1

m(Ai)

äëÿ ëþáûõ Ai ∈ K òàêèõ, ÷òî A ⊂
∞⋃
i=1

Ai. Ïóñòü A1 = A, A2 = A3 =

= . . . = ∅. Òîãäà
µ?(A) 6 m(A).

⊗
Âíåøíÿÿ ìåðà â îáùåì ìåðîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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Óïð àæí å í è å 9. Ïîêàçàòü, ÷òî µ? íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âíåøíåé ìåðû.

Ñâîéñòâî 1.6.1. Åñëè A ∈ K, òî

µ?(A) = m(A). (1.6.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1. ⊗

Ñâîéñòâî 1.6.2 (Íåîòðèöàòåëüíîñòü). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ X

µ?(A) > 0, µ?(∅) = 0. (1.6.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, Ai ∈ K, òîãäà m(A) > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, µ?(A) > 0. ∅ ∈ K è ïîýòîìó m(∅) = 0 = µ?(A). ⊗
Ñâîéñòâî 1.6.3 (Ìîíîòîííîñòü). Ïóñòü A,B ⊂ X è A ⊆ B, òî�

ãäà
µ?(A) 6 µ?(B). (1.6.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû

µ?(B) = inf
B⊂⋃

i

Bi,

Bi∈K

∞∑
i=1

m(Bi).

Íî A ⊆ B, ïîýòîìó A ⊂
∞⋃
i=1

Bi, ïîýòîìó

µ?(A) 6 inf
B⊂⋃

i

Bi,

Bi∈K

∑

i

m(Bi).

À çíà÷èò, µ?(A) 6 µ?(B). ⊗
Ñâîéñòâî 1.6.4 (Ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü). Äëÿ ëþáîé ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ B1,B2, . . . ⊆ X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

µ?
( ∞⋃
i=1

Bi

)
6

∞∑
i=1

µ?(Bi). (1.6.5)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ðÿä ñïðàâà ðàñõîäèòñÿ, òî òðåáóåìîå íåðà�
âåíñòâî (1.6.5) èìååò ìåñòî. Ïóñòü ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ. Èç îïðåäåëå�
íèÿ âíåøíåé ìåðû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïî�
êðûòèå êàæäîãî ìíîæåñòâà Bi ìíîæåñòâàìè Aik ∈ K, ÷òî Bi ⊂

∞⋃
j=1

Aik,

è ∞∑

j=1

m(Akj) 6 µ?(Bk) +
ε

2k
. (1.6.6)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâî (1.6.6) ïî i îò 1 äî ∞, ïîëó÷èì
∞∑
i=1

∞∑

k=1

m(Aik) 6
∞∑
i=1

µ?(Bi) + ε. (1.6.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî
∞⋃
i=1

Bi ⊂
∞⋃
i=1

∞⋃

k=1

Aik,

ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â (1.6.7) ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, ïîëó÷èì

µ?(
∞⋃
i=1

Bi) 6
∞∑
i=1

µ?(Bi) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷èì (1.6.5) ⊗
Ñâîéñòâî 1.6.5. Äëÿ ëþáûõ A,B ⊂ X âûïîëíåíî

|µ?(A)− µ?(B)| 6 µ?(A4B). (1.6.8)

Ñâîéñòâî 1.6.6. Ïóñòü A,B, C ⊂ X, òîãäà

µ?(A4B) 6 µ?(A4 C) + µ?(B 4 C). (1.6.9)

Óïð àæí å í è å 10. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ 5), 6).

Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ X ìîæíî ââåñòè è ïîíÿòèå åãî âíóòðåííåé
ìåðû.

Îïð å ä å ë å í è å 1.6.2. Âíóòðåííåé ìåðîé ìíîæåñòâà A ⊂ X íà�
çûâàåòñÿ ÷èñëî

µ∗(A) = µ(X)− µ∗(X \ A). (1.6.10)
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Ñâîéñòâî 1.6.7. Ïóñòü A ⊂ X, òîãäà

µ∗(A) 6 µ∗(A). (1.6.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. X = A t (X \ A), òîãäà

m(X) = µ∗(X) 6 µ∗(A) + µ∗(X \ A).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî m(X)− µ∗(X \ A) 6 µ∗(A). Íî m(X)−
− µ∗(X \ A) = µ∗(A), ïîýòîìó µ∗(A) 6 µ∗(A). ⊗

Óïð àæí å í è å 11. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âíóòðåííåé ìåðû µ? ñïðàâåäëèâû
ñâîéñòâà 1 � 4 âíåøíåé ìåðû.

Çàäà÷è
1. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âíåøíèìè ìåðàìè ñëåäóþùèå ôóíêöèè

ìíîæåñòâ:
à) µ?(A) = χA(x0), ãäå x0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, χA � õàðàêòå�

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà;
á) X = N è νn(A) ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

A ∩ {1,2, . . . ,n} è
µ?(A) = lim

n→∞
n−1νn(A).

2)

1.7 Èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà è ïðîäîëæåíèå
ìåðû

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ âíåøíåé ìåðû ìîæíî ïðîäîë�
æèòü ìåðó, çàäàííóþ íà àëãåáðå ìíîæåñòâ K, â ÷àñòíîñòè, íà K(S),
íà íåêîòîðóþ σ - àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ K.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, K ⊂ P(X) � àëãåáðà åãî
ïîäìíîæåñòâ, íà êîòîðîé çàäàíà σ - àääèòèâíàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà è äëÿ
êàæäîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëåíà âíåøíÿÿ ìåðà µ∗.

Îïð å ä å ë å í è å 1.7.1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìåðè�
ìûì ïî Ëåáåãó îòíîñèòåëüíî ìåðû m, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðà�
âåíñòâî

µ∗(A) + µ∗(X \ A) = m(X). (1.7.1)
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Óïð àæí å í è å 12. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òî�
ãäà, êîãäà

µ∗(A) = µ∗(A). (1.7.2)

Åñëè ìíîæåñòâî èçìåðèìî, òî íàçîâåì åãî ìåðîé âíåøíþþ ìåðó,
ò. å.

µ(A) = µ∗(A). (1.7.3)
Ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà çàâèñèò îò èñõîäíîé
ìåðû m, çàäàííîé íà àëãåáðå K.

Ïðèì å ð 8. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ìåðû íóëü èçìåðèìî ïî
Ëåáåãó è µ(A) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ìåðû
íóëü âûòåêàåò, ÷òî ε > 0 íàéäåòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ òàêèõ, ÷òî A ⊂
⋃
i

Ai, Ai ∈ K, ÷òî
∞∑
i=1

m(Ai) < ε. Òîãäà µ∗(A) = inf
∞∑
i=1

m(A) = 0.

Îòêóäà µ∗(A) 6 µ∗(A), ò. å. µ∗(A) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(A) = µ∗(A) è ïîýòîìó A èçìåðèìî.
Ïåðåéäåì ê êðèòåðèþ èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 1.7.1. (Êðèòåðèé èçìåðèìîñòè) Ïóñòü çàäàíî ìíî�
æåñòâî X è àëãåáðà K ñ σ - àääèòèâíîé êîíå÷íîé ìåðîé m. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A èçìåðèìî ïî Ëåáåãó îòíîñèòåëüíî ìåðû m;
2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî B ∈

K òàêîå, ÷òî
µ∗(A4B) < ε. (1.7.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì èìïëèêàöèþ 1) ⇒ 2). Ïóñòü A ⊂
Xè à µ∗(A)+µ∗(X \A) = m(X). Òîãäà èç îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A

ìíîæåñòâàìè {Bi}∞i=1, ÷òî A ⊂
∞⋃
i=1

Bi, Bi ∈ K, è

µ∗(A) 6
∞∑
i=1

m(Bi) < µ∗(A) +
ε

3
. (1.7.5)
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

m(Bi) ñõî�
äèòñÿ. Íî òîãäà íàéäåòñÿ íîìåð Nε òàêîé, ÷òî

∞∑

k=Nε+1

m(Bi) <
ε

3
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B =
Nε⋃
i=1

Bi ∈ K è ïîêàæåì, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
ìíîæåñòâîì. Ïîñêîëüêó Bi ∈ K(S), òî B ∈ K(S). Îöåíèì µ∗(A4B).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

A M B = (A \B) ∪ (B \ A),

íåîáõîäèìî îöåíèòü ìåðû µ∗(A \ B) è µ∗(B \ A). Òàê êàê A ⊂
∞⋃
i=1

Bi,

òî A \B ⊂
∞⋃

i=Nε+1
Bi è µ∗(A \B) 6

∞∑
i=Nε+1

m(Bik) < ε
3 . Çíà÷èò,

µ∗(A \B) <
ε

3
(1.7.6)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B \ A. Òîãäà B \ A = B ∩ (X \ A). Â ñèëó
èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà X \ A è îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ {Ci}∞i=1, Ci ∈ K,

÷òî X \ A ⊂
∞⋃
i=1

Ci è

µ∗(X \ A) 6
∞∑
i=1

m(Ci) 6 µ∗(X \ A) +
ε

3
. (1.7.7)

Òîãäà

B \ A ⊂ B
⋂( ∞⋃

i=1

Ci

)

è
µ∗(B \ A) 6

∞∑
i=1

m(B ∩ Ci). (1.7.8)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ci = (Ci \ B) t (B ∩ Ci) âûòåêàåò, ÷òî m(Ci) =
m(Ci \B) + m(B ∩ Ci). Ïîýòîìó (1.7.8) ïðèìåò âèä

∞∑

i=1

m(B ∩ Ci) =
∞∑

i=1

m(Ci)−
∞∑

i=1

m(Ci \B). (1.7.9)
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Çàòåì èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå Xt(X \A), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
X ⊂ ( ∞⋃

i=1
Bi

) t ( ∞⋃
i=1

(Ci \B)
)
. Òîãäà

m(X) 6
∞∑
i=1

m(Bi) +
∞∑
i=1

m(Ci \B)

èëè ∞∑
i=1

m(Ci \B) > m(X)−
∞∑
i=1

m(Bi) (1.7.10)

Ïîäñòàâèì îöåíêó (1.7.10) â ðàâåíñòâî (1.7.9), ïîëó÷èì
∞∑
i=1

m(B ∩ Ci) 6
∞∑
i=1

m(Ci)−m(X) +
∞∑
i=1

m(Ci) (1.7.11)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1.7.5), (1.7.7) è (1.7.8), íåðàâåíñòâî (1.7.12)
ïðèíèìàåò âèä

µ∗(B \ A) 6 µ∗(X \ A) +
ε

3
−m(X) + µ∗(A) +

ε

3
=

2ε

3
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (1.7.6) ñëåäóåò, ÷òî

µ∗(A4B) 6 ε

3
+

2ε

3
= ε.

Ðàññìîòðèì èìïëèêàöèþ 2) ⇒ 1). Ïóñòü A ⊂ X è äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò B ∈ K òàêîå, ÷òî µ∗(A4B) < ε. Ïîêàæåì, ÷òî

µ∗(A) + µ∗(X \ A) = m(X).

Òàê êàê ìíîæåñòâî B ∈ K, òî µ∗(B)+µ∗(X \B) = m(X).Ïî ñâîéñòâó
5 âíåøíåé ìåðû èìååì íåðàâåíñòâà:

µ∗(B)− ε 6 µ∗(A) 6 µ∗(B) + ε,

µ∗(X \B)− ε 6 µ∗(X \ A) 6 µ∗(X \B) + ε.

Ñêëàäûâàÿ èõ ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì

m(X)− 2ε 6 µ∗(A) + µ∗(X \ A) 6 m(X) + 2ε.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì,

µ∗(A) + µ∗(X \ A) = m(X).

⊗
Ñëåäñòâèå 1.7.1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X èçìåðèìî, åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî

µ∗(A4B) < ε. (1.7.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ìíîæåñòâî B èçìåðèìî, òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ B1 ∈ K(S) òàêîå, ÷òî µ∗(B 4B1) < ε. Òîãäà

µ∗(A4B1) 6 µ∗(A4B) + µ∗(B 4B1) < 2ε,

ò. å. A èçìåðèìî. ⊗
Òåîðåìà 1.7.2. Ñîâîêóïíîñòü Σ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíî�

æåñòâ îáðàçóåò σ - àëãåáðó ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùóþ èñõîäíóþ
àëãåáðó K.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì, ÷òî Σ îáðàçóåò àëãåá�
ðó. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà
A è X \ A âõîäÿò ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó èç èçìåðèìîñòè A ñëåäóåò
èçìåðèìîñòü X \ A. Äàëåå, ïóñòü A1, A2 ∈ Σ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ýëå�
ìåíòàðíûå ìíîæåñòâà B1, B2 ∈ K(S) òàêèå, ÷òî

µ∗(A1 4B1) < ε/2, µ∗(A2 4B2) < ε/2.

Òàê êàê (A1 ∪ A2)4 (B1 ∪B2) ⊂ (A1 4B1) ∪ (A2 4B2), òî

mu∗
(
(A1 ∪ A2)4 (B1 ∪B2)

)
6 µ∗(A1 4B1) + µ∗(A2 4B2) < ε,

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A = A1 ∪ A2 èçìåðèìî.

A1 ∩ A2 = X \ (
(X \ A1) ∪ (X \ A2)

)

è ïîýòîìó A1 ∩ A2 ∈ Σ.

A1 \ A2 = A1 ∩ (X \ A2), A1 4 A2 = (A1 \ A2) ∪ (A2 \ A1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A1 \ A2, A1 4 A2 ∈ Σ.
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Ïî èíäóêöèè äàííûå ôîðìóëû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå
êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Σ ÿâëÿåòñÿ σ - àëãåáðîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷�
íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà ìíîæåñòâ A1, A2, . . . ∈ Σ, òî

∞⋃
i=1

Ai ∈ Σ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Aj ∩ Ai = ∅, åñëè j 6= i, ò. å. A =
∞⊔
i=1

Ai. Ó÷è�

òûâàÿ, ÷òî
n⊔

i=1
Ai ⊂ A, Ai ∈ Σ, òî ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè âíåøíåé

ìåðû µ∗(A) >
n∑

j=1
µ∗(Aj). Òàêèì îáðàçîì, Sn =

n∑
i=1

µ∗(Ai) ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì äëÿ ðÿäà
∞∑
i=1

µ∗(Ai), ñîñòîÿùåãî èç

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
i=1

µ∗(Ai)

ñõîäÿùèéñÿ, è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Nε òàêîå, ÷òî
∞∑

i=Nε+1

µ∗(Ai) < ε.

Òîãäà ìíîæåñòâî C =
Nε⊔
i=1

Ai ∈ Σ è

µ∗(A4 C) = µ∗(
∞⊔

j=Nε+1

Aj) 6 6
∞∑

j=Nε+1

µ∗(Aj) < ε.

Èçìåðèìîñòü A âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå 1.7.1. ⊗
Ñëåäñòâèå 1.7.2. Ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èç�

ìåðèìî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê äîïîëíåíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìå�
ðèìî, òî èç ðàâåíñòâà

A =
∞⋂
i=1

Ai = X \ ( ∞⊔
i=1

(X \ Ai)
)

âûòåêàåò èçìåðèìîñòü A. ⊗
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Òåîðåìà 1.7.3. Ñóæåíèå µ âíåøíåé ìåðû µ∗ íà êëàññ èçìåðè�
ìûõ ìíîæåñòâ çàäàåò ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó µ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿò íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî µ � àääèòèâíàÿ
ôóíêöèÿ. Ïóñòü A1, A2 ∈ Σ è B1, B2 ∈ K(S) òàêèå, ÷òî

µ∗(A1 4B1) < ε, µ∗(A2 4B2) < ε. (1.7.13)

Ïîëîæèì A = A1 t A2 ∈ Σ, B = B1 ∪B2 ∈ K(S). Òîãäà

B1 ∩B2 ⊂ (A1 4B1) ∪ (A2 4B2)

è
µ∗(B1 ∪B2) = µ(B1 ∪B2) < 2ε (1.7.14)

Ïî ñâîéñòâó 5 âíåøíåé ìåðû

|µ∗(A)−µ∗(B)| 6 µ∗(A4B) < µ∗(A14B1)+µ∗(A24B2)2ε. (1.7.15)

Îöåíèì ìåðó ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà B

µ(B) = µ(B1) + µ(B2)− µ(B1 ∩B2) (1.7.16)

Â (1.7.16) ìåðó êàæäîãî èç ìíîæåñòâ îöåíèì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(1.7.15). Òîãäà êàê òîëüêî A1, A2 ∈ Σ

µ(B) > µ∗(A1) + µ∗(A2)− 2ε− 2ε. (1.7.17)

Èç (1.7.15) ñ ó÷åòîì (1.7.16) èìååì

µ∗(A) > µ∗(B)− 2ε > µ∗(A1) + µ∗(A2)− 6ε (1.7.18)

Ïîñêîëüêó (1.7.18) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ε, òî

µ∗(A) > µ∗(A1) + µ∗(A2). (1.7.19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè âíåøíåé ìåðû èìååì

µ∗(A) 6 µ∗(A1) + µ∗(A2). (1.7.20)
Èç (1.7.19) è (1.7.20) âûòåêàåò àääèòèâíîñòü âíåøíåé ìåðû, ïîýòîìó

µ(A) = µ∗(A) = µ∗(A1) + µ∗(A2) = µ(A1) + µ(A2). (1.7.21)
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(1.7.19) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.
Ïóñòü òåïåðü {Ai}∞i=1 � ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî�

æåñòâ èç Σ è A =
∞⊔
i=1

Ai, A,Ai ∈ Σ. Ïîêàæåì, ÷òî

µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

Òàê êàê A ⊃
n⋃

i=1
Ai, òî

µ(A) >
n∑

i=1

µ(Ai). (1.7.22)

Ïåðåõîäÿ â (1.7.22) ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷àåì

µ(A) >
∞∑
i=1

µ(Ai). (1.7.23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè

µ(A) = µ∗(A) 6
∞∑
i=1

µ∗(Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai). (1.7.24)

Èç (1.7.23) è (1.7.24) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. ⊗
Òàêèì îáðàçîì, ëåáåãîâûì ïðîäîëæåíèåì ìåðû m, çàäàííîé íà

àëãåáðå K (K(S)) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ µ(A), îïðåäåëåííàÿ íà êëàññå
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Σ è ñîâïàäàþùàÿ íà K(K(S)) ñ µ(A), à íà Σ �
ñ µ∗(A).

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî ïîñòðîåííîé ìåðû Ëå�
áåãà.

Îïð å ä å ë å í è å 1.7.2. Ìåðà m, çàäàííàÿ íà àëãåáðå K, íàçûâàåò�
ñÿ ïîëíîé, åñëè èç m(A) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A
ïðèíàäëåæèò K è m(B) = 0.

Òàê êàê äëÿ ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ëåáåãîâî ïðîäîëæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ìåðîé.
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Ìû ðàññìîòðåëè ïðîäîëæåíèå ìåðû, çàäàííîé íà àëãåáðå K. Åñëè
ìåðà îïðåäåëåíà ëèøü íà êîëüöå, òî âíåøíÿÿ ìåðà µ∗ îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî íà ñèñòåìå òåõ ìíîæåñòâ A, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîêðû�
òèÿ ýëåìåíòàðíûìè ìíîæåñòâàìè èç K.

Ðàñøèðèì ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè, äîïóñêàÿ äëÿ ìåðû è áåñêîíå÷�
íûå çíà÷åíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
êëàññ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿë ñîáîé σ - àëãåáðó.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé.

Îïð å ä å ë å í è å 1.7.3. Ìåðà µ çàäàííàÿ íà êîëüöåK ⊂ P(X), íà�
çûâàåòñÿ σ - êîíå÷íîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ . . . òàêàÿ, ÷òî µ(An) < +∞ äëÿ âñåõ n è X =

∞⋃
n=1

An.

Ïðèì å ð 9. Ïóñòü X = N. Íà ìíîæåñòâå P(N) ðàññìîòðèì
ìåðó µ, ïîëàãàÿ µ(A) = n, åñëè ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ
è µ(A) = ∞, åñëè A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî µ
ÿâëÿåòñÿ σ - êîíå÷íîé ìåðîé; â êà÷åñòâå An ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
An = {1,2, . . . , n}.

Ïðèì å ð 10. Äëèíà, êàê ìåðà íà êîëüöå, ïîðîæäåííîì ïîëóèí�
òåðâàëàìè â R, ÿâëÿåòñÿ σ - êîíå÷íîé, òàê êàê

R =
∞⋃

n=1

[−n,n)

è µ([−n,n)) = 2n < ∞.

Óïð àæí å í è å 13. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìåðà µ, çàäàííàÿ íà êîëüöå K ⊂
P(X) σ - êîíå÷íà, òî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòå�
ìû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû, ò. å. X =

∞∐
n=1

Xn, â

÷àñòíîñòè, R =
∞∐
−∞

[n,n + 1).

Îïð å ä å ë å í è å 1.7.4. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìåðè�
ìûì îòíîñèòåëüíî σ - êîíå÷íîé ìåðû, åñëè äëÿ ëþáîãî n èçìåðèìî
ìíîæåñòâî A ∩ An.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ⊂ X èçìåðèìî, åñëè îíî ñîñòîèò èç
èçìåðèìûõ â An ìíîæåñòâ A ∩ An.
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Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ìåðû
ìíîæåñòâà ïî ôîðìóëå

µ(A) = lim
n→∞

µ(A ∩ An).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå µ(A) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà X.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü X = [0,1) × [0,1), S � ïîëóêîëüöî ïðÿìîóãîëüíèêîâ

S = {[a,b) × [0,1)} ⊂ X. Ïðîäîëæèòü ìåðó m(A) = b − a. Îïèñàòü
ÿâíûé âèä ëåáåãîâà ïðîäîëæåíèÿ ìåðû m.

2. Ïîñòðîèòü ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà íà ïëîñ�
êîñòè, ïðîåêöèè êîòîðîãî íà êîîðäèíàòíûå îñè èçìåðèìû.

3. Ðàññìîòðèì â åäèíè÷íîì êâàäðàòå íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó (íå
ÿâëÿþùóþñÿ ïîëóêîëüöîì) âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìî�
óãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ äëèíà èëè øèðèíà ðàâíà åäèíèöå, è ïðèïè�
øåì êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ìåðó, ðàâíóþ åãî ïëîùàäè. Óêàçàòü
õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ ïðîäîëæåíèÿ ìåðû íà àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ
ýòîé ñèñòåìîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

4. Ïóñòü X = N è êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â
ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî pn òàê, ÷òî

n∑
i=1

pn = 1. Ïîëîæèì äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X m(A) =

∑
n∈NA

pn, ãäå NA = {n ∈ N |n ∈ A}.
Äîêàçàòü, ÷òî m ÿâëÿåòñÿ σ - àääèòèâíîé ìåðîé íà àëãåáðå P(X).

5. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R, ìåðà
êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.

6. Ïóñòü A ⊂ R � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ R, ÷òî G ⊃ A è
µ(G \ A) < ε.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ R èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò îòêðûòîå ìíîæå�
ñòâî G è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F òàêèå, ÷òî F ⊂ A ⊂ G è µ(G\F ) < ε.

8. Ïóñòü A ⊂ R � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, µ(A) = p.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ [0,p] íàéäåòñÿ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî
Aq ⊂ A òàêîå, ÷òî µ(Aq) = q.
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9. Ïóñòü A ⊂ R � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé êîíå÷íîé ìåðû Ëå�
áåãà. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ [0,1] íàéäåòñÿ ïîëóèíòåðâàë [a,b),
÷òî µ

(
A ∩ [a,b)

)
> αµ(A).

1.8 Ìåðà Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ìåðû ÿâëÿåòñÿ ìåðà Ëåáåãà íà

÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà íà R.

Ïóñòü X = [a,b) � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïîëóèíòåðâàë ïðÿìîé,
S ⊂ P(X) � ïîëóêîëüöî, ñîñòîÿùåå èç ïîëóèíòåðâàëîâ [α,β) ⊂ X è
m

(
[α,β)

)
. Ïóñòü K(S) àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ, ïîðîæäåííàÿ ïîëóêîëü�

öîì S, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé èìååò âèä A =
n⊔

i=1
[αi, βi), ïðè÷åì

ïîëóèíòåðâàëû â ïðàâîé ÷àñòè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. ×åðåç m
îáîçíà÷èì ìåðó íà àëãåáðå K(S), ïîëó÷åííóþ ïðîäîëæåíèåì ìåðû
èç ïîëóêîëüöà, ò. å. m(A) =

n∑
i=1

(βi − αi).
Èñïîëüçóÿ âûøåèçëîæåííóþ êîíñòðóêöèþ ïðîäîëæåíèÿ, ðàññìîò�

ðèì âíåøíþþ ìåðó ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ [a,b).

µ∗(A) = inf
∞∑
i=1

(βi − αi),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì íàáîðàì ïîëóèíòåð�
âàëîâ [αi, βi), ÷òî A ⊂ ⋃

i

[αi,βi). Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìå�
ðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè µ∗(A) + µ∗(X \ A) = b − a. Òàêèì îáðàçîì,
ìåðîé Ëåáåãà µ íà îòðåçêå íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâî ïðîäîëæåíèå äëèíû.

Óïð àæí å í è å 14. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåðà Ëåáåãà îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà íå
çàâèñèò îò âûáîðà ïîëóèíòåðâàëà [a,b). Òî÷íåå, ïóñòü A ⊂ [a,b) è A ⊂ [a′,b′); m è
m′ � ìåðû Ëåáåãà, ïîñòðîåííûå ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëóèíòåðâàëîâ [a,b) è [a′,b′).
Åñëè A èçìåðèìî ïî ìåðå m′, òî m(A) = m′(A). Âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì
èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ìíî�
æåñòâà.

Óòâåðæäåíèå 1.8.1. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè,
èçìåðèìî, è ìåðà åãî ðàâíà íóëþ.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = {a}, òîãäà ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü è ïîýòîìó îíî èçìåðèìî, µ({a}) = 0. ⊗

Óòâåðæäåíèå 1.8.2. Âñÿêîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé èçìåðèìî è ìåðà åãî ðàâíà íóëþ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = {a1, a2, . . .}, òîãäà A =
∞⋃
i

{ai}. Èçìå�
ðèìîñòü ìíîæåñòâà A ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Σ èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ - àëãåáðîé. Áëàãîäàðÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìå�
ðû m(A) =

∑
i

m({ai}) = 0. ⊗

Óòâåðæäåíèå 1.8.3. Ëþáîé ïðîìåæóòîê èçìåðèì è åãî ìåðà
ðàâíà åãî äëèíå.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. µ([α,β)) = β − α, òàê êàê [α,β) ∈ S. Äàëåå

[α, β] = [α,β) t {β},
ïîýòîìó

µ
(
[α,β]

)
= µ

(
[α,β)

)
+ µ

({β}) = m
(
[α, β)

)
+ 0 = β − α.

(α, β) = [α,β) \ {α}, òîãäà
µ
(
(α, β)

)
= µ

(
[α, β)

)− µ
({α}) = m

(
[α,β)

)− 0 = β − α.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. ⊗
Óòâåðæäåíèå 1.8.4. Ëþáîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå èëè

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî, âñÿêîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà èí�
òåðâàëîâ G =

∞⋃
i=1

(αi, βi). Ïîñêîëüêó (αi, βi) ∈ Σ äëÿ âñåõ i, òî G ⊂ Σ.
Ïóñòü F � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Âîçüìåì ëþáîé èíòåð�
âàë (α, β) ⊃ F ; òîãäà G = (α, β) \ F � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó
F = (α, β) \G èçìåðèìî êàê ðàçíîñòü äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. ⊗

Óòâåðæäåíèå 1.8.5. Ëþáîå îãðàíè÷åííîå áîðåëåâñêîå ìíîæå�
ñòâî íà ïðÿìîé èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàíåå ìû îïðåäåëèëè áîðåëåâñêóþ σ - àëãåáðó
B(R), ïîðîæäåííàÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç X .

Ïóñòü A ∈ B([a,b)). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ïî Ëåáå�
ãó. Êàê óñòàíîâëåíî âûøå âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïîëóèíòåðâàëà
[a,b) âõîäÿò â σ - àëãåáðó Σ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Íî òîãäà σ - àëãåáðà
B([a,b)), ïîðîæäåííàÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ ýòèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,
òàêæå âõîäèò â Σ, ò. å. âñÿêîå îãðàíè÷åííîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî
èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. ⊗

Óïð àæí å í è å 15. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî
íà ïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

Ïðèì å ð 11. Ïðèâåäåì ïðèìåð íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ìåðû
íóëü. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîãî êàíòîðîâà ìíîæåñòâà
íà îòðåçêå [0,1). Ðàçäåëèì îòðåçîê [0,1] íà òðè ÷àñòè è óäàëèì åãî
ñðåäíþþ òðåòü � ìíîæåñòâî G1 = (1/3; 2/3). Îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî
F1 = [0,1] \G1 òàêæå ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è óäàëèì ìíîæå�
ñòâî G2 = (1/9; 2/9) t (7/9; 8/9). Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî F2 = F1 \ G2
è ò. ä. Íà n-îì øàãå êàæäûé èç 2n−1 îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ îïÿòü
äåëèì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è óäàëÿåì ñðåäíèé èíòåðâàë ñ äëèíîé
3−n. Ìíîæåñòâî K =

∞⋂
n=1

Fn íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâûì ñîâåðøåííûì
ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî K 6= ∅, òàê êàê òî÷êè 0,1/3, 2/3, . . . ∈ K, K èçìå�
ðèìî êàê ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, K çàìêíóòî êàê
äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = [0,1] \K,
òîãäà G =

∞⊔
n=1

Gn è

µ(G) =
∞∑

n=1

µ(Gn) =
1

3
+ 2 · 1

9
+ 4 · 1

27
+ . . . =

∞∑
n=1

1

3k
· 2n−1 = 1.

Çíà÷èò, µ(K) = 1− µ(G) = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî K � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Êàæäîå ÷èñëî, ïðèíàä�

ëåæàùåå îòðåçêó [0,1], ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðîè÷íîé äðîáè.
×èñëà, ïðèíàäëåæàùèå K, õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå òðîè÷íîé äðîáè òàê, ÷òîáû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a1, a2, . . . ÷èñëî 1 íå âñòðå÷àëîñü, ò. å.

x =
a1

3
+

a2

32 + . . . +
an

3n
+ . . . .
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå x ∈ K ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòü (ai) èç öèôð 0 è 2. Íî ìíîæåñòâî òàêèõ ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòåé íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæå�
ñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö. À âñÿêóþ òàêóþ ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåñÿòè÷íóþ çàïèñü íåêîòîðî�
ãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èç îòðåçêà [0,1].Çíà÷èò, ìîùíîñòü K òàêîâà
êàê ìîùíîñòü îòðåçêà [0,1].

Óïð àæí å í è å 16. Äîêàçàòü, ÷òî 1
4
∈ K.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíó îñîáåííîñòü êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
Âîçüìåì, íàïðèìåð, îòðåçîê [0,1/3]. Óâåëè÷èâ åãî â òðè ðàçà, ïîëó�
÷èì ìíîæåñòâî F1, òîæäåñòâåííîå ìíîæåñòâó K, îáðàçîâàííîìó èç
âñåãî îòðåçêà [0,1]. Åñëè ïîâòîðèòü ýòó ïðîöåäóðó ïðîèçâîëüíîå ÷èñ�
ëî ðàç (ò. å. ó ìíîæåñòâà Fn, âîçíèêøåãî íà n-øàãå, âûäåëÿåòñÿ ëå�
âàÿ òðåòü è ïîñëåäíÿÿ ðàñòÿãèâàåòñÿ â òðè ðàçà,îáðàçóÿ â ðåçóëüòàòå
ìíîæåñòâî Kn−1 ), òî íà êàæäîì øàãå ìû áóäåì ïðèõîäèòü ê èñõîä�
íîìó ìíîæåñòâó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòè ìíîæåñòâà ïîäîáíû öåëîìó
ìíîæåñòâó. Ýòî ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáíîé èíâà�
ðèàíòíîñòüþ.

Ïîñòðîåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå, ìîæíî ïðîäåëàòü,
îñóùåñòâëÿÿ äåëåíèå íå íà òðè , à íà áîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé n. Î÷å�
âèäíî, ÷òî äëèíà (ìåðà) âûáðîøåííîé ÷àñòè ðàâíà 1, à îñòàâøååñÿ
ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî öåëîãî èíòåðâàëà. Ñâîéñòâî ñàìî�
ïîäîáèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðî òàêèå ìíîæåñòâà ãîâîðÿò, ÷òî îíè îáëàäàþò
êàíòîðîâîé ñòðóêòóðîé.

Îòìåòèì åùå ðÿä ñâîéñòâ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà � K íèãäå íå ïëîò�
íîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé (òàêèå
ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííûìè).

Òî÷êè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ðàçäåëÿþò íà òî÷êè: I ðîäà � êîíöû
âûáðàñûâàåìûõ èíòåðâàëîâ, èõ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî; II ðîäà � îñòàëü�
íûå, èõ ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Åñëè èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëåáåãîâó ìåðó, òî îíî ñîäåðæèò íåèç�
ìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîêàæåì êàê îíî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî.

Ïðèì å ð 12. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.
Íà ïîëóèíòåðâàëå [0,1) çàäàäèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: x ∼ y,
åñëè x − y � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ðàçáèâàåò ïîëóèíòåðâàë
[0,1) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé òî÷åê.
Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì [0,1), ñîäåðæàùèì ïî îäíîìó
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ýëåìåíòó èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë rk ∈ [−1,1) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ar, ïîëó÷àþùååñÿ èç A
ñäâèãîì íà rk, ò. å.

A + rk = {x + rk|rk ∈ [−1,1), x ∈ A}.
Òîãäà

[0,1) ⊂
∞⋃

k=1

(A + rk) ⊂ [−1,2),

ïðè÷åì ìíîæåñòâà Ar ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ. Ñîîò�
âåòñòâåííî,

m
(
[0,1)

)
6

∞∑

k=1

m(Ar) 6 m
(
[−1,2)

)
,

èëè
1 6

∞∑

k=1

µ(Ar) 6 3.

Åñëè ìíîæåñòâà Ar ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè, òî âîçìîæíû äâà âà�
ðèàíòà: ëèáî îíè èìåþò ìåðó íóëü, òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñëå�
âà � 1 6 0; ëèáî îíè èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, òîãäà +∞ 6 3
(ïðîòèâîðå÷èâî íåðàâåíñòâî ñïðàâà). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ, ïðåäïîëîæèâ èçìåðèìîñòü Ar.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ èçìåðèìîñòè ïî Ëåáåãó äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíî�
æåñòâ íà ïðÿìîé.

Îïð å ä å ë å í è å 1.8.1. Ìíîæåñòâî A ⊆ R íàçûâàåòñÿ èçìåðè�
ìûì ïî Ëåáåãó, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N èçìåðèìî ïî
Ëåáåãó îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A ∩ [−n,n). Ìåðîé Ëåáåãà èçìåðè�
ìîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé)

µ(A) = lim
n→∞

µ(A ∩ [−n,n)).

Äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü µn(A) = µ(A ∩ [−n,n)) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, ïðè÷åì åñëè
ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè , òî è ìåðà ìíîæåñòâà A ðàâíà áåñêîíå÷�
íîñòè.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ íà R îáîçíà÷èì ÷åðåç
Σ.
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Çàìå÷àíèå 1.8.1. Åñëè ìíîæåñòâî R ïðåäñòàâëåíî â âèäå R =

=
∞∐

n=−∞
[n,n + 1), òî ìíîæåñòâî A ⊂ R èçìåðèìî, åñëè äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n ∈ N èçìåðèìî ïî Ëåáåãó îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
An = A ∩ [n,n + 1). Òîãäà A =

∞⊔
n=1

An è

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(An).

Ïðè ýòîì, åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî µ(A) = ∞.
Ïðèì å ð 13. Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà R A =

∞⋃
n=1

[
n, n+

1

3n

)
. Äàííîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî, òàê êàê èçìåðèìû ìíîæå�

ñòâà An =
[
n, n+

1

3n

)
íà Xn = [n, n+1). Åãî ìåðà µ(A) =

∞∑
n=1

1

3n
= 1/2.

Òåîðåìà 1.8.1. Ñîâîêóïíîñòü Σ âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîä�
ìíîæåñòâ R ÿâëÿåòñÿ σ - àëãåáðîé; µ ÿâëÿåòñÿ σ - êîíå÷íîé ìåðîé
íà σ - àëãåáðå Σ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî, èìåþùåå ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, íå

ñ÷åòíî.
2. Ïóñòü A ⊂ [a,b) � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, èìåþùåå

õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó. Äîêàçàòü, ÷òî m(A) > 0.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ [a,b) èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A = B ∪ C, B ∈ B([a,b)), m(C) = 0.

4. Íàéòè ìåðó Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0,1], ñîñòîÿùåãî èç
÷èñåë, ó êîòîðûõ â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öèôðà 2 âñòðå÷àåòñÿ ðàíüøå,
÷åì öèôðà 3.

1.9 Ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
Â ïàðàãðàôå 1.3 ìû ðàññìàòðèâàëè ìåðó, çàäàííóþ íà ïîëóêîëüöå

èç ïîëóèíòåðâàëîâ, ïîðîæäåííóþ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé
F. Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = [a,b), S = {[α,β) ⊂ X},
mF

(
[α,β)

)
= F (β)− F (α), à F : [a,b] → R � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ

îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Äàííóþ ìåðó ëåãêî ïðîäîëæèòü íà ìèíè�
ìàëüíîå êîëüöî K(S), íå íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé
íà ôóíêöèþ F. À èìåííî, åñëè A ∈ K(S), òî A =

n⊔
i=1

[αi, βi) è

mF (A) =
n∑

i=1
mF

(
[αi, βi)

)
. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäîëæåíèÿ ìåðû íàì

ïîíàäîáèòñÿ òàêîå ñâîéñòâî ìåðû êàê σ - àääèòèâíîñòü. Âûÿñíèì, êà�
êîå óñëîâèå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà ôóíêöèþ F, ÷òîáû ïîðîæäåííàÿ
åþ ìåðà mF áûëà σ - àääèòèâíîé.

Ïðåäâàðèòåëüíî âêðàòöå îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâàõ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùèõ (íåâîçðàñòàþùèõ) ôóíêöèé.

Ïóñòü F : [a,b] → R � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
äëÿ íåå â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ (a,b) ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

F (x0 − 0) = lim
x→x0,
x<x0

F (x) = sup
{
F (x) : a 6 x < x0

}
,

F (x0 + 0) = lim
x→x0,
x>x0

F (x) = inf
{
F (x) : x0 < x 6 b

}
,

à â òî÷êàõ a è b � ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë F (a + 0) è
ëåâîñòîðîííèé F (b− 0). Î÷åâèäíî, ÷òî

F (x0 − 0) 6 F (x0) 6 F (x0 + 0).

Ðàâåíñòâî F (x0 − 0) = F (x0 + 0) îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ F
íåïðåðûâíà.

Òî÷êà, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò ëåâîñòîðîííèé è ïðàâîñòîðîííèé
ïðåäåëû, íî îíè íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðû�
âà ïåðâîãî ðîäà, à ðàçíîñòü F (x0 + 0) − F (x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷�
êîì ôóíêöèè F â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ 4F (x0), ïðè÷åì 4F (a) =
=F(a+0)− F (a), 4F (b) = F (b)− F (b− 0).

Åñëè F � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ñêà÷îê â ëþáîé
òî÷êå íåîòðèöàòåëåí.

Åñëè F (x0) = F (x0 − 0), òî F íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà, à
åñëè F (x0) = F (x0 + 0) � íåïðåðûâíîé ñïðàâà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ôóíê�
öèé.
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Óòâåðæäåíèå 1.9.1. Ïóñòü F � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà îò�
ðåçêå [a,b] è c1, . . . , cn � ëþáûå òî÷êè ýòîãî îòðåçêà, òîãäà

n∑

i=1

∆F (ci) 6 F (b)− F (a).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òî÷êè çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è c1 = a, cn = b. Òîãäà

n∑

k=1

∆F (ck) = F (a + 0)− F (a) + F (c2 + 0)− F (c2 − 0) + . . . +

+∆F (cn−1 + 0)−∆F (cn−1 − 0) + F (b)− F (b− 0).

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì
n∑

k=1

∆F (ck) = −F (a) + (F (a + 0)− F (c2 − 0)) + · · ·+

+(F (cn−1 + 0)− F (b− 0)) + F (b).

Ïîñêîëüêó F íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî âñå ðàçíîñòè â ñêîáêàõ
íåïîëîæèòåëüíû, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ⊗

Óòâåðæäåíèå 1.9.2. Ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííî
íåóáûâàþùåé íà îòðåçêå [a,b] ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà, ò. å. M =
= {x ∈ [a,b] : ∆F (x) > 0}. Òîãäà

M =
∞⋃

k=1

Mk, Mk =
{

x ∈ [a,b] : ∆F (x) > 1

k

}
.

Äîêàæåì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Mk êîíå÷íî. Ïóñòü c1, . . . ,cn ∈ Mk,

òîãäà
n∑

k=1
∆F (ck) > 1

kn è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ïîëó÷àåì F (b) −
F (A) > n

k , îòêóäà n 6 k(F (b)− F (a)) è ïîýòîìó n êîíå÷íî. ⊗
Âêðàòöå îñòàíîâèìñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâàõ ìîíîòîí�

íûõ ôóíêöèé. Áîëåå ïîäðîáíî äàííûé ìàòåðèàë èçëîæåí â êíèãå
[k-ô].
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Ââåäåì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ ÷èñåë Äèíè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ïðåäåë îòíîøåíèÿ

f(x)− f(x0)

x− x0
(1.9.1)

ïðè x → x0. Äàííûé ïðåäåë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, íî âñåãäà ñóùå�
ñòâóþò êîíå÷íû èëè áåñêîíå÷íûå âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû:

Λïð = limx→x0+0
f(x)− f(x0)

x− x0
. (1.9.2)

Λïð, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (1.9.2) íàçûâàåòñÿ ïðàâûì âåðõíèì
ïðîèçâîäíûì ÷èñëîì. Àíàëîãè÷íî,

λïð = limx→x0+0
f(x)− f(x0)

x− x0
, (1.9.3)

Λëåâ = limx→x0−0
f(x)− f(x0)

x− x0
, (1.9.4)

λëåâ = limx→x0−0
f(x)− f(x0)

x− x0
. (1.9.5)

Çäåñü λïð � íèæíåå ïðàâîå ïðîèçâîäíîå ÷èñëî, Λëåâ � âåðõíåå ëåâîå, à
λëåâ � íèæíåå ëåâîå ïðîèçâîäíûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî âñåãäà

λïð 6 Λïð, λëåâ 6 Λëåâ.

Ïðèì å ð 14. Ïóñòü

f(x) =

{
x sin 1

x , x > 0,
0, x 6 0.

Î÷åâèäíî,

λïð|x=0 = −1, Λïð|x=0 = 1, λëåâ|x=0 = 0, Λëåâ|x=0 = 0.

Åñëè âñå ÷åòûðå ïðîèçâîäíûõ ÷èñëà ñîâïàäàþò, òî â òî÷êå x ñóùå�
ñòâóåò îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñëè Λïð = λïð, òî ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x è îíà îáîçíà÷àåòñÿ f ′+. Åñëè æå
Λëåâ = λëåâ, òî, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′−.
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Óòâåðæäåíèå 1.9.3. Ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íà îòðåçêå [a,b]
ôóíêöèÿ èìååò ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â êíèãå [k-ô.

Åñëè ôóíêöèÿ ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò, òî îíà ïî÷òè âñþäó èìååò
ëåâóþ ïðîèçâîäíóþ.

Â ïîñëåäóþùåì îòìåòèì èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà ìîíîòîííî
íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Óïð àæí å í è å 17. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ÷èñëà Äèíè ôóíêöèè

f(x) =

{
ax sin2 1

x
+ bx cos2 1

x
, x 6= 0

0, x = 0,

åñëè a < b íà îòðåçêå [−1,1].

Ñðåäè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïðîñòåéøèìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
ñêà÷êîâ. Ñòðîÿòñÿ òàêèå ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
x1, x2, . . . , xn, . . . � êîíå÷íîå ëèáî ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê îòðåçêà [a,b].
Êàæäîé òî÷êå xn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî hn

òàêèì îáðàçîì, ÷òî
∑

n hn < ∞. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

F (x) =
∑
xn<x

hn, (1.9.6)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé.
Ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà ñëåâà. Ïîêàæåì ýòî. Ðàññìîòðèì

F (x− 0) = lim
ε→+0

F (x− ε) lim
ε→+0

∑
xn<x−ε

hn. (1.9.7)

Åñëè xn < x, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 xn < x − ε. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â
(1.9.8) ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

F (x− 0) =
∑
xn<x

hn = F (x).

Òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè F (x) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè xn, ïðè÷åì ñêà÷îê
F â òî÷êå xn0

ðàâåí hn0
. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = xn0

, òîãäà

F (xn0
+0) = lim

ε→+0
F (xn0

+ε) = lim
ε→+0

∑
xn<xn0

+ε

=
∑

xn6xn0

hn = F (xn0
−0)+hn0
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èëè
F (xn0

+ 0)− F (xn0
− 0) = hn0

.

Ôóíêöèåé ñêà÷êîâ ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. êóñî÷íî -
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.9.4. Âñÿêóþ ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ íåïðå�
ðûâíóþ ñëåâà ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìîíîòîí�
íî íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ñêà÷êîâ (íåïðåðûâ�
íîé ñëåâà) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Óïð àæí å í è å 18. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 4.

Òåîðåìà 1.9.1. Ïóñòü íà R çàäàíî ïîëóêîëüöî, ïîðîæäåííîå ñè�
ñòåìîé ïîëóèíòåðâàëîâ [α,β) è ìåðà mF , ïîðîæäåííàÿ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé F. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåðà mF

áûëà σ - àääèòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
F (x) áûëà íåïðåðûâíîé ñëåâà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìåðà mF � σ - àä�
äèòèâíà. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.5.1 îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ
An = [α,βn). βn → β, βn < β. Òîãäà An ↑ A, ãäå A = [α,β) =

∞⋃
n=1

An è
mF (A) = limn→∞mF (An) èëè

F (β)− F (α) = lim
n→∞

F (βn)− F (α),

ò. å.
F (β) = lim

n→∞
F (βn).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ FÎ íåïðåðûâíà ñëåâà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà è ïóñòü

A = [α,β) =
∞⊔
i=1

Ai, Ai = [αi,βi). Ïîêàæåì, ÷òî mF � σ - àääèòèâíàÿ
ìåðà, ò. å.

mF (A) =
∞∑
i=1

mF (Ai), (1.9.8)
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Ïîñêîëüêó A ⊃
n⊔

i=1
Ai, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ìåðû mF

mF (A) >
n∑

k=1

mF (Ak).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â (1.9.8) ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷èì

∞∑

k=1

mF (Ak) 6 mF (A).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñ�
ëî ε > 0 è ïî ïîëóèíòåðâàëó A = [α,β) ïîñòðîèì ñîäåðæàùèéñÿ â íåì
îòðåçîê B = [α,β′], ãäå β′ âûáðàíî èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåâà
ôóíêöèè F, ò. å.

|F (β)− F (β′)| < ε

2
.

Äàëåå ïî êàæäîìó ïîëóèíòåðâàëó Ai = [αi,βi) ïîñòðîèì ñîäåðæàùèé
åãî èíòåðâàë Bi = (α′i,βi), ãäå

|F (αi)− F (α′i)| 6
ε

2i+1 .

Òîãäà

B = [α,β′] ⊂ A = [α,β) =
∞⋃
i=1

[αi,βi) ⊂
∞⋃
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

[αi,βi) ⊂
∞⋃
i=1

(α′i,βi),

ò. å. îòðåçîê [α,β′] ïîêðûò ñèñòåìîé îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ Bi. Ñîãëàñ�
íî ëåììå Áîðåëÿ èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà ìîæíî âû�
äåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò. å.ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî

B = [α,β′] ⊂
n⋃

i=1

Bi.

Òîãäà ∆F (B) 6
n∑

i=1
∆F (Bi). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

mF (A) = F (β)−F (α) 6 F (β′)−F (α)+
ε

2
= ∆F (B)+

ε

2
6

n∑

i=1

∆FBi+
ε

2
=
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=
n∑

i=1

(
F (βi)− F (α′i)

)
+

ε

2
6

n∑

i=1

(
F (βi)− F (αi)

)
+

n∑

i=1

ε

2i+1 +
ε

2
=

=
n∑

i=1

)
((βi)− F (αi)

)
+ ε =

n∑
i=1

mF (Ai) + ε 6
∞∑
i=1

mF (Ai) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì
∞∑

k=1

mF (Ak) > F (β)− F (α) = mF (A).

⊗
Ñåé÷àñ ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà ìîæíî ïðîäîëæàòü ñ ìèíèìàëü�

íîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé K(S) íà σ - àëãåáðó èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî
ìåðû mF ìíîæåñòâ, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ïðîäîëæåíèÿ ïî Ëåáåãó.

Ïóñòü µ?
F � âíåøíÿÿ ìåðà, ïîñòðîåííàÿ ïî ìåðå mF . Ïðîäîëæåíèå

ìåðû µF íà êëàññ Σ èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî mF ìíîæåñòâ çàäàåò íà
σ - àëãåáðå Σ σ - àääèòèâíóþ ìåðó, ïîñòðîåííóþ ïî ìîíîòîííî íåóáû�
âàþùåé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèè F. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìåðà µF � êîíå÷íà.

Ïåðå÷èñëèì êëàññ èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà�Ñòè�
ëòüåñà ïîäìíîæåñòâ íà X = [a,b).

Ñâîéñòâî 1.9.1. Âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {x} ⊂ [a,b) èç�
ìåðèìî è µF ({x}) = ∆F (x).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçìåðèìîñòü îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {x} âû�
òåêàåò èç òîãî, ÷òî

{x} =
∞⋂

n=k

[x,x +
1

n
), (1.9.9)

ãäå k âûáðàíî òàêèì, ÷òî x + 1
k < b. Ïîñêîëüêó ïîëóèíòåðâàëû â

ïðàâîé ÷àñòè (1.9.9) îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî,
ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ñíèçó σ - àääèòèâíîé ìåðû, ïîëó÷èì

µF{x} = lim
n→∞

mF

[
x,x+

1

n

[
= lim

n→∞
F

(
x+

1

n

)−F (x) = F (x+0)−F (x) = ∆F (x).

⊗
Ñâîéñòâî 1.9.2. Ëþáîé ïðîìåæóòîê, ëåæàùèé íà [a,b), èçìåðèì.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:
[α,β] = [α,β)

⋃{β},(α,β] = [α,β] \ {α}, (α,β) = (α,β] \ {β}. ⊗
Ñâîéñòâî 1.9.3. Ëþáîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî ïîëóèíòåðâà�

ëà [a,b) èçìåðèìî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
B([a,b)), êàê ìèíèìàëüíàÿ σ � àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé âñåõ
èíòåðâàëîâ, âõîäèò â σ - àëãåáðó âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.9.1. Ïóñòü X = R, K(S) � àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ
ñèñòåìîé âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ [α,β), −∞ 6 α < β 6 ∞. Íà R çàäàíà
íåóáûâàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ F . Äëÿ
òàêîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x), F (+∞) = lim
x→+∞

F (x).

Ïðîâîäÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âñå ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì
êîíå÷íóþ ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 1.9.2. Ïóñòü X = [a,b), íî ôóíêöèÿ F : [a,b) → R
íåïðåðûâíàÿ ñëåâà, íî lim

x→b−0
F (x) = +∞. Â ýòîì ñëó÷àå ïî F ñòðî�

èòñÿ ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà, êîòîðàÿ óæå íå áóäåò êîíå÷íîé. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìåðû çàìåòèì, ÷òî íà [a,b− ε) äëÿ âñåõ ε > 0 ôóíê�
öèÿ F áóäåò îãðàíè÷åííîé è ïî íåé ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ìåðó.
Ìíîæåñòâî A ⊆ [a,b) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè äëÿ âñåõ ε > 0
ìíîæåñòâî A ∩ [a,b− ε) èçìåðèìî íà [a,b− ε).Â ýòîì ñëó÷àå

µF (A) = lim
ε→0

µF (A ∩ [a,b− ε)).

Ïîñòðîåííàÿ ìåðà σ - êîíå÷íà, òàê êàê ìåðà ìíîæåñòâ A ∩ [a,b − ε)
êîíå÷íà.

Çàìå÷àíèå 1.9.3. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìåðà Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïî íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíê�
öèè F, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ýòî ïîñòðî�
åíèå ïðîâîäèòñÿ êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû Ëåáåãà íà ïðÿìîé ñ ïîìî�
ùüþ ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû ïîëóèíòåðâàëîâ. Ïîëó÷åííàÿ ìåðà σ -
êîíå÷íà.
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Çàäà÷è
1. Ïóñòü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî íå

ïðåâîñõîäÿùåå x. Ïîëîæèì F (x) = −[−x],x ∈ R. Äîêàçàòü, ÷òî F �
íåïðåðûâíà ñëåâà. Îïðåäåëèòü ìåðó µF (A) ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

à) A = [−n,n),n ∈ mathbbN ;
á) A = (−n,n) \Q,n ∈ mathbbN ;
â) A = {x ∈ R| ln x < 2}.. 1
2. Ïóñòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé çàäàíà ìåðà µ(A), êîòîðàÿ îïðåäåëå�

íà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R åãî ìåðà
ðàâíà ÷èñëó öåëûõ òî÷åê âî ìíîæåñòâå A

⋂
Z, åñëè îíî êîíå÷íî, è

+∞ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòü, ÷òî µ � σ - êîíå÷íàÿ ìåðà íà
K(R). Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà µF , ïîñòðîåííàÿ ïî ôóíêöèè F (x) = −[−x],
ñîâïàäàåò ñ ýòîé ìåðîé.

1.10 Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ìåðû
Ðàññìàòðèâàÿ ìåðó Ëåáåãà è ìåðó Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà íà ÷èñëîâîé

ïðÿìîé R, ìû çàìåòèëè, ÷òî êëàññ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî
êàæäîé ìåðû, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîé. Â îáùåì ñëó÷àå è êëàññ ìíîæåñòâ
ìåðû íóëü òîæå çàâèñèò îò èñõîäíîé ìåðû. Îäíàêî èçó÷åíèå êëàññà
ìíîæåñòâ ìåðû íóëü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè èíòåãðèðîâà�
íèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 1.10.1. Ïóñòü µ è ν � äâå σ - àääèòèâíûå ìåðû,
çàäàííûå íà îäíîé è òîé æå σ - àëãåáðå Σ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X. Ìåðà ν íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëü�
íî ìåðû µ, åñëè èç òîãî, ÷òî

µ(A) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ν(A) = 0.

Ëåììà 1.10.1. Ïóñòü µ è ν � äâå σ - àääèòèâíûå ìåðû, çàäàí�
íûå íà îäíîé è òîé æå σ - àëãåáðå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ìåðà
ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, òîãäà è òîëüêî òî�
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
A ∈ Σ ñ µ(A) < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ν(A) < ε.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðà ν àá�
ñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, íî óñëîâèå ëåììû íå âû�
ïîëíÿþòñÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò ε0 > 0, ÷òî êàêîå áû δk = 2−k ìû íå âçÿëè,
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íàéäåòñÿ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî Ak ∈ Σ, äëÿ êîòîðîãî µ(Ak) < 2−k, à
ν(Ak) > ε0.

Ðàññìîòðèì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíî�
æåñòâ Un =

∞⋃
k=n+1

Ak, äëÿ êîòîðîé

µ(Un) 6
∞∑

k=n+1

µ(Ak) 6
∞∑

k=n+1

1

2k
=

1

2n
= δn,

òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ ν(Un) > ν(An+1) > ε0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U =
∞⋂

n=1
Un, òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñíèçó

σ - àääèòèâíîé ìåðû èìååì

µ(U) = lim
n→∞

µ(Un) = lim
n→∞

2−n = 0,

íî
ν(U) = lim

n→∞
ν(Un) > lim

n→∞
ν(An+1) > ε0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ν
îòíîñèòåëüíî µ, ïîñêîëüêó µ(U) = 0, à ν > 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü µ(A) = 0, òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ïîñòðîåíî δ(ε) òàêîå, ÷òî µ(A) = 0 < δ âëå÷åò çà ñîáîé ν(A) < ε.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì ν(A) = 0. ⊗

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå [a,b) çàäàíû ìåðà Ëåáåãà µ è ìåðà Ëåáåãà �
Ñòèëòüåñà µF , ïîðîæäåííàÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé
ñëåâà îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé F (x). Âûÿñíèì, êàêîìó äîïîëíèòåëü�
íîìó óñëîâèþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ F (x), ÷òîáû ìåðà µF

áûëà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ ïðè óñëîâèè, ÷òî µ è µF

çàäàíû íà îäíîì è òîì æå êëàññå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Σ ìíî�
æåñòâà X. Òàêèì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêàÿ σ - àëãåáðà B(

[a,b)
)
.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì íîâûé êëàññ ìíîæåñòâ.

Îïð å ä å ë å í è å 1.10.2. Ôóíêöèÿ F : [a,b] → R íàçûâàåòñÿ àáñî�
ëþòíî íåïðåðûâíîé, íà îòðåçêå [a,b], åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà êîíå÷íàÿ ëèáî ñ÷åòíàÿ ñèñòå�
ìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (ai,bi) ⊂ [a,b), i = 1,2, . . . ,
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∞∑
i=1

(bi − ai) < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∞∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| < ε. (1.10.1)

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ íà îòðåçêå [a,b].

Óòâåðæäåíèå 1.10.1. Âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì i = 1, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èç
|bi − ai| < δ ñëåäóåò |F (bi) − F (ai)| < ε äëÿ ëþáûõ ai è bi. Ìîæíî,
íàïðèìåð, âçÿòü bi = ai + h, ãäå |h| < δ. ⊗

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ïðèìåð íåïðåðûâíîé, íî íå àáñî�
ëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè áóäåò ðàññìîòðåí â êîíöå ïàðàãðàôà.

Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îáðàçóþò
ôóíêöèè, èìåþùèå íà íà îòðåçêå [a,b] îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ,
ïîñêîëüêó

∞∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| 6
∞∑
i=1

|F ′(ξi)||bi − ai| 6 L

∞∑
i=1

|bi − ai| 6 Lδ < ε.

Óòâåðæäåíèå 1.10.2. Êëàññ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ íà îòðåçêå [a,b], çàìêíóò îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ
îïåðàöèé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f(x), g(x). Ïóñòü (ai, bi) � ñè�
ñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà îòðåçêå [a,b]. Èìååì

∞∑

i=1

|f(bi)g(bi)− f(ai)g(ai)| 6
∞∑

i=1

|f(bi)g(bi)− f(bi)g(ai)|+

+
∞∑
i=1

|f(bi)g(ai)− f(ai)g(ai)| 6
∞∑
i=1

|f(bi)||g(bi)− g(ai)|+ (1.10.2)
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+
∞∑

i=1

|g(ai)||f(bi)− f(ai)| 6 α

∞∑

i=1

|g(bi)− g(ai)|+ β

∞∑

i=1

|f(bi)− f(ai)|.

ãäå α = max
x∈[a,b]

|f(x)|, β = max
x∈[a,b]

|g(x)|.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ δ1 è δ2 â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâ�

íîñòè ôóíêöèé f è g, ÷òî
∞∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| 6 ε

2β
ïðè

∞∑
i=1

(bi)− (ai) < δ1,

∞∑
i=1

|g(bi)− g(ai)| 6 ε

2α
ïðè

∞∑
i=1

(bi)− (ai) < δ2.

(1.10.3)

Ïîýòîìó, âûáðàâ δ = min (δ1, δ2), èç (1.10.2) è (1.10.3) ïîëó÷èì
∞∑
i=1

|f(bi)g(bi)− f(ai)g(ai)| 6 ε

2β
β +

ε

2α
α = ε.

⊗
Óòâåðæäåíèå 1.10.3. Âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà îò�

ðåçêå [a,b] ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è
òîãî ôàêòà, ÷òî âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê ðàçíîñòü äâóõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé. ⊗

Óïð àæí å í è å 19. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðàçíîñòü äâóõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííî
íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì âåðõ�
íèì ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è îñòàíî�
âèìñÿ íà äðóãèõ ñâîéñòâàõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

À òåïåðü âåðíåìñÿ ê ìåðå Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà íà [a,b).

Òåîðåìà 1.10.1. Ïóñòü íà σ - àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
B(

[a,b)
)
çàäàíà ìåðà µF , ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé F (x). Ìåðà µF àá�

ñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà µ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ F (x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìåðà µF àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Òîãäà ïî ëåììå äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè µ(A) < δ, òî µF (A) < ε äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ B(

[a,b)
)
. Âîçüìåì ìíîæåñòâî A =

∞⊔
i=1

[αi,βi),

äëÿ êîòîðîãî
∞∑
i=1

(βi − αi) < δ, òîãäà µF (A) =
∞∑
i=1
|F (βi) − F (αi)| < ε.

À ýòî ÷òî îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè F.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è

äëÿ A ∈ B(
[a,b)

)
µ(A) = 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì

ïî íåì δ > 0 èç óñëîâèÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F. Âîñ�
ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà ìåðû íóëü è ïîêðîåì A ñ÷åòíîé
ñèñòåìîé ïîëóèíòåðâàëîâ [αi,βi) ⊂ [a,b) òàê, ÷òî

A ⊂
⊔
i

[αi,βi) è
∑

i

(βi − αi) <
δ

2
.

Äëÿ ïîëóèíòåðâàëà [αi,βi) ïîñòðîèì èíòåðâàë (αi− 2−(i+1)δ, βi), òîãäà

A ⊂
∞⋃

i=1

(αi − 2−(i+1)δ, βi) = B.

Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ïðåä�
ñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ò. å.
B =

∞⊔
k=1

(ak,bk) è ïðè ýòîì

∞∑

k=1

(bk − ak) < µ(B) 6
∞∑
i=1

(βi − αi) +
∞∑
i=1

2−(i+1)δ <
δ

2
+

δ

2
= δ.

Èç âûáîðà δ ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
i=1

(
F (βi)−F (αi)

)
< ε, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

µF (A) 6 µF (B) =
∞∑
i=1

(
F (bi)− F (ai)

)
6 ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî µF (A) = 0. Ïî îïðåäå�
ëåíèþ ýòî îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ìåðû µF îòíîñèòåëü�
íî ìåðû µ. ⊗
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé, íî íå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Ïðèì å ð 15 (êàíòîðîâà ëåñòíèöà). Íà îòðåçêå [0,1] ïîñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Fn(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F1(x) =





1/2, åñëè x ∈ (1/3,2/3),
0, åñëè x = 0,
1, åñëè x = 1,

F2(x) =





1/2, åñëè x ∈ (1/3,2/3),
1/4, åñëè x ∈ (1/9,2/9),
3/4, åñëè x ∈ (7/9,8/9),

0, åñëè x = 0,
1, åñëè x = 1,

è ò.ä.

Fn(x) =





0, x = 0
(2k − 1)/2n, x ∈ Ik

n,
1, x = 1,

ãäå Ik
n � k-ûé ñëåâà èíòåðâàë, âûáðîøåííûé ïðè ïîñòðîåíèè êàíòîðî�

âîãî ìíîæåñòâà íà n - îì øàãå. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îïðåäåëèì Fn(x) ñ
ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn(x) ñõîäèò�
ñÿ ê íåóáûâàþùåé ôóíêöèè F (x), íàçûâàåìîé "êàíòîðîâîé ëåñòíè�
öåé". Ôóíêöèÿ F (x) íà ìíîæåñòâå G =

∞∐
n=1

Gn ñ µ(G) = 1 ïîñòîÿííà,
ïîýòîìó µF (G) = 0. Òî÷êè ðîñòà ôóíêöèè F � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî,
µ(K) = 0, à µF (K) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ν(K) =

∞∑
n=1

1
2n = 1. Ñîãëàñíî

òåîðåìå, ìåðà ν, ïîðîæäåííàÿ "êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé", íå ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, ïîýòîìó F (x) íå ÿâëÿ�
åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî "êàíòîðîâà ëåñòíèöà"F (x) íå

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.
2. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ "êàíòîðîâîé ëåñòíèöû"ðàâíà íóëþ

ïî÷òè âñþäó.
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3.Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = x+F (x), ãäå F � "êàíòîðîâà ëåñò�
íèöà". Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà; íå óáûâàåò; óñòàíàâëèâà�
åò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó [0,1] è [0,2]; µ(ϕ(K)) = 1,
ãäå K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåèçìåðèìîå
ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî A ⊂ ϕ(K). Äîêàçàòü, ÷òî ϕ−1(A) � èçìåðèìîå
ïî Ëåáåãó íå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

1.11 Èçìåðèìûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà
Ïîíÿòèå èçìåðèìîé ôóíêöèè áûëî ââåäåíî â ìàòåìàòèêó

À.Ëåáåãîì â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàòåì
Í.Í.Ëóçèíûì áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó èçìåðèìûìè è íåïðå�
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
Ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíà íåêîòîðàÿ σ - àëãåáðà åãî èçìå�

ðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Σ íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì è îáî�
çíà÷àåòñÿ (X,Σ). Èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà ìåðà,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé è îáîçíà÷àåòñÿ (X,Σ,µ). Èíîãäà
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî X. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µ � σ - àääèòèâíàÿ ïîëíàÿ ìåðà.

Íàñ áóäåì èíòåðåñîâàòü ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ÷èñëîâûõ ôóíêöèé,
ïîñêîëüêó äëÿ íèõ â äàëüíåéøåì ñòðîèòñÿ òåîðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ìîãóò ïðèíèìàòü íå òîëüêî
êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, íî è çíà÷åíèÿ +∞ è −∞.

Îïð å ä å ë å í è å 1.11.1. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äåé�
ñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî Ac = {x : f(x) < c} èçìåðèìî (çäåñü R �
ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ). Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g + ih
èçìåðèìà, åñëè èçìåðèìû åå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè.

Óïð àæí å í è å 20. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
f áûëà èçìåðèìîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà A ÷èñëîâîé ïðÿìîé áûëî èçìåðèìî ìíîæåñòâî f−1(A).

Ëåììà 1.11.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : X → R èçìåðèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ R èçìåðèìî îäíî èç ìíîæåñòâ
{x : f(x) 6 c}, {x : f(x) > c}, {x : f(x) > c}.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.
Òîãäà ïðè ëþáîì c ∈ R è ïðè ëþáîì n ∈ N èçìåðèìû ìíîæåñòâà
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{x : f(x) < c + 1/n}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

{x : f(x) 6 c} =
∞⋂

n=1

{x : f(x) < c +
1

n
}. (1.11.1)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ {x : f(x) 6 c}, òî f(x) < c + 1/n ïðè ëþáîì
n ∈ N, îòêóäà f(x) 6 c, ò. å. x ïðèíàäëåæèò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(1.11.1). Ìíîæåñòâî â ëåâîé ÷àñòè (1.11.1) èçìåðèìî êàê ïåðåñå÷åíèå
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Äàëåå,

{x : f(x) > c} = X \ {x : f(x) 6 c},

{x : f(x) > c} = X \ {x : f(x) < c}.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {x : f(x) 6 c}

èçìåðèìî. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

{x : f(x) < c} =
∞⋃

n=1

{
x : f(x) < c +

1

n

}
.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ äîñòàòî÷íîñòü äâóõ äðóãèõ óñëîâèé. ⊗
Óïð àæí å í è å 21. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èçìåðèìà, òî ïðè ëþáîì

c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) = c} èçìåðèìî. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Ïðèì å ð 16. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñ ìåðîé Ëåáåãà ëþ�
áàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
Ac = {x : f(x) < c} ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
f−1(−∞,c), êîòîðîå èçìåðèìî êàê áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

Ïðèì å ð 17. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Äèðèõëå.

D(x) =

{
0, åñëè x èððàöèîíàëüíî íà R,
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî íà R,

òîãäà ïðè c > 1 Ac = {x : D < c} = R; ïðè 0 < c 6 1 Ac = R \ Q; à
ïðè c 6 0 Ac = ∅. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ac èçìåðèìî íà R.



58 1. ÒÅÎÐÈß ÌÅÐÛ È ÈÍÒÅÃÐÀË ËÅÁÅÃÀ

Ïðèì å ð 18. Ïóñòü χA(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìå�
ðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X, ò. å. χA(x) = 1, åñëè x ∈ A è χA(x) = 0,
åñëè x /∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå Ac = ∅ ïðè c 6 0; Ac = X \ A ïðè
0 < c 6 1; Ac = X ïðè c > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåèçìåðèìîé ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèì å ð 19. Ïóñòü X =
∞⊔
i=1

Ai, ãäå Ai(i = 1,2, . . .) � èçìåðèìûå
ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) òàêóþ, ÷òî f(x) = yi, åñëè
x ∈ Ai, i = 1,2, . . . ; yi 6= yj ïðè i 6= j. Ïîêàæåì, ÷òî f èçìåðèìà.

Ïóñòü c ∈ R ëþáîå, òîãäà

Ac = {x : f(x) > c} =
⋃
i

Ai, (1.11.2)

ãäå ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå èíäåêñû i òàêèå, ÷òî yi > c.
Èç (1.11.2) âûòåêàåò èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà Ac, ò. å. èçìåðèìîñòü
ôóíêöèè f. Â äàëüíåéøåì íà ðàññìîòðåíèè òàêèõ ôóíêöèé ìû îñòà�
íîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.11.1. Ïóñòü f : X → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè g : R → R èõ êîìïîçèöèÿ
h = g ◦ f òàêæå èçìåðèìà íà X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x :
h(x) < c} èçìåðèìî. Äåéñòâèòåëüíî, {x : h(x) < c} = h−1(−∞,c) =
= f−1

(
g−1(−∞,c)

)
. Ïîñêîëüêó g èçìåðèìà, òî A = g−1(−∞,c) = E ∈

B(R), îòêóäà, â ñèëó èçìåðèìîñòè f , íàõîäèì, ÷òî {x : h(x) < c} =
= f−1(E) ∈ Σ. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.11.1. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ïîñêîëüêó êàæ�
äàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè g
èçìåðèìà, f íåïðåðûâíà, òî êîìïîçèöèÿ f ◦ g ìîæåò îêàçàòüñÿ íåèç�
ìåðèìîé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèè
ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé ïî÷òè âñþäó, ò. å. ðàâíû
ìåæäó ñîáîé äëÿ âñåõ x ∈ X çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó íóëåâîé ìåðû.
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Ëåììà 1.11.2. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X è
ýêâèâàëåíòíàÿ íà íåì èçìåðèìîé ôóíêöèè g(x), òàê æå èçìåðèìà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî
ìíîæåñòâà

{x : f(x) < c} è {x : g(x) < c}
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. ⊗

Ïðèì å ð 20. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ Äèðèõëå ýêâèâà�
ëåíòíà ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ.

Çàìåíà ôóíêöèè íà åé ýêâèâàëåíòíóþ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåî�
ðèè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñè�
òåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1.11.2. Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è
f, g : X → R � èçìåðèìûå ôóíêöèè. Òîãäà ôóíêöèè αf, f 2, f ± g,
f · g, f/g (ïðè óñëîâèè, ÷òî g(x) 6= 0 íà X), α ∈ R, èçìåðèìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçìåðèìîñòü ôóíêöèè αf ïðè α = 0 î÷åâèäíà.
Ïóñòü α 6= 0, òîãäà

{x : αf(x) < c} =

{ {x : f < c/α}, åñëè α > 0,
{x : f > c/α}, åñëè α < 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç èçìåðèìîñòè ôóíêöèè f âûòåêàåò èçìåðèìîñòü
f +α, ãäå α ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî èç èçìåðèìîñòè ôóíêöèé f è g ñëåäóåò
èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà {x : f(x) > g(x)}. Ïóñòü {rn}∞n=1 � ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòü âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çàíóìåðîâàííûõ â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå. Òîãäà

{x : f(x) > g(x)} =
∞⋃

k=1

({x : f(x) > rk} ∩ {x : g(x) < rk}
)
. (1.11.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ïðèíàäëåæèò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.11.3),
òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî rk ∈ Q, ÷òî

g(x) < rk < f(x),

äëÿ çàäàííîãî x è, ïîýòîìó, f(x) > rk è g(x) < rk. Çíà÷èò

x ∈ (f(x) > rk) ∩ (g(x) < rk),
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è, ñëåäîâàòåëüíî, x âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü (1.11.3).
Ïóñòü òåïåðü x âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü (1.11.3), òîãäà íàéäåòñÿ

k0 ∈ N, ÷òî x ∈ (f(x) > rk0
) ∩ (g(x) < rk0

), òî åñòü g(x) < rk0
< f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäàííîãî x f(x) > g(x), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x
âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü (1.11.3).

Äîêàæåì èçìåðèìîñòü f + g. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{x : f + g > c} = {x : f(x) > c− g(x)},
êîòîðîå èçìåðèìî ïî äîêàçàííîìó âûøå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
f èçìåðèìà, òî èçìåðèìà è ôóíêöèÿ f 2. Äåéñòâèòåëüíî,

{x : f 2(x) < c} =

{
∅, åñëè c 6 0,
{x : f(x) <

√
c}⋂{x : f(x) > −√c}, åñëè c > 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f · g èçìåðèìà, òàê êàê

f · g =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2).

Òàê êàê f
g = f · 1

g , òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçìåðèìîñòè ÷àñòíîãî
íàäî äîêàçàòü èçìåðèìîñòü 1

g . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{x :
1

g(x)
< c} =




{x : g(x) < c}, c = 0,
{x : g(x) > 1/c}⋃{x : g(x) < 0}, c > 0,
{x : g(x) < 0}⋂{x : g(x) > 1/c}, c < 0,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, èçìåðèìî. ⊗

Çàäà÷è
1. Ïóñòü ôóíêöèè f è g, îïðåäåëåííûå íà X, � èçìåðèìû. Äîêà�

çàòü èçìåðèìîñòü ôóíêöèé

M(x) = max{f(x), g(x)},m(x) = min{f(x), g(x)}.
2. Îïèñàòü òå ÷èñëà n ∈ N, ïðè êîòîðûõ èç èçìåðèìîñòè fn

ñëåäóåò èçìåðèìîñòü f.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èçìåðèìà
à) arctg f ; á) sin f.
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Ïîêàçàòü, ÷òî èçìåðèìîñòü êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé íå
âëèÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íà èçìåðèìîñòü f :

a) f 2; á) e|f |; â) cos f.
4. Ïóñòü f : X → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, n(c) � ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ f(x) = c. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ n(c) èçìåðèìà.
5. Áóäåò ëè ôóíêöèÿ sign f(x) èçìåðèìà íà X, åñëè f(x) èçìåðèìà

íà X.

1.12 Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ôóíêöèé
Îäíèì èç ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çà�

ìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X,Σ) çàäàíà σ - àääèòèâíàÿ ïîëíàÿ êîíå÷�
íàÿ ìåðà µ. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé (fn)

∞
n=1 íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé X.

1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f ðàâíîìåðíî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð nε òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ n > nε âûïîëíåíî

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| < ε.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ òàê: fn ⇒ f.
2. Òî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f òî÷å÷íî, åñëè äëÿ

ëþáîãî x ∈ X fn(x) → f(x) ïðè n →∞.
3. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ïî÷òè âñþäó (fn

ï.â.−−−→
n→∞

f),

åñëè fn(x) → f(x) ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ òî÷åê x çà èñêëþ÷åíèåì,
áûòü ìîæåò, òåõ x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ìåðû íóëü.

4. Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.
Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn

ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f îáîçíà÷àåòñÿ fn
µ−−−→

n→∞
f è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ìåðà ìíîæåñòâà

An(ε) =
{
x : |fn(x)− f(x)| > ε

}

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n →∞.
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Î÷åâèäíî, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
òî÷å÷íàÿ, à èç òî÷å÷íîé � ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé çàìêíóòà ïî îò�
íîøåíèþ íå òîëüêî ê àðèôìåòè÷åñêèì îïåðàöèÿì, íî è ê îïåðàöèè
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Òåîðåìà 1.12.1. Ïóñòü X, Σ, µ � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è
(fn)

∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Åñëè fn ñõîäèò�

ñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ X ê ôóíêöèè f, òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî x ∈ X fn(x) → f(x) ïðè
n → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà, ò. å. äëÿ ëþáîãî c ∈ R
ìíîæåñòâî Ac = {x : f < c} èçìåðèìî. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
ðàâåíñòâî

Ac =
∞⋃

m=1

∞⋃

k=1

∞⋂

n>k

{
x : fn(x) < c− 1

m

}
. (1.12.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ Ac, òîãäà f(x) < c. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè íåêîòîðîì m ∈ N f(x) < c − 1/m (ò. å. c − f(x) > 1/m), è,
ïîñêîëüêó lim

n→∞
fn(x) = f(x), òî íàéäåòñÿ òàêîå k ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ

n > k fn(x) < c − 1/m. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò ïðàâîé
÷àñòè (1.12.1).

Íàîáîðîò, ïóñòü x ïðèíàäëåæèò ïðàâîé ÷àñòè (1.12.1). Òîãäà íàé�
äóòñÿ m,k ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ n > k fn(x) < c− 1/m. Ïåðåõîäÿ â ýòîì
íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó÷àåì f(x) 6 c − 1/m èëè
f(x) < c, ÷òî îçíà÷àåò x ∈ Ac.

Ìíîæåñòâî {x : fk(x) < c − 1/m} èçìåðèìî â ñèëó èçìåðèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn), à òàê êàê ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Σ
ÿâëÿåòñÿ σ - àëãåáðîé, òî èçìåðèìî ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (1.12.1)
è, ñëåäîâàòåëüíî, Ac, ÷òî îçíà÷àåò èçìåðèìîñòü f. ⊗

Ñëåäñòâèå 1.12.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé
(fn)

∞
n=1 ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî, òî f èçìåðèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé.
⊗

Ñëåäñòâèå 1.12.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé
(fn)

∞
n=1 ñõîäèòñÿ ê f ïî÷òè âñþäó, òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü íà X0 ⊂ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) →
→ f(x) ïðè n →∞ è µ(X \X0) = 0. Òîãäà

{x : f(x) < c} =
({x : f(x) < c} ∩X0

) ∪ ({x : f(x) < c} ∩ {X \X0}
)
.

Ïåðâîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî, ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå X0 ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ òî÷å÷íî. Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå�
ñòâîì ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Îíî èçìåðèìî â ñèëó ïîëíîòû ìåðû. ⊗

Óïð àæí å í è å 22. Ïóñòü µ � ïîëíàÿ σ - àääèòèâíàÿ ìåðà íà (X,Σ) è µ(E) =
0, ãäå E ∈ Σ. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà E èçìåðèìà.

Ñëåäñòâèå 1.12.3. Ñóùåñòâóåò ðàçðûâíàÿ íà îòðåçêå [a,b] ôóíê�
öèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü íåèçìåðèìóþ ôóíêöèþ.
Âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå è ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè

âñþäó, åñëè µ(X) < ∞.

Òåîðåìà 1.12.2 (Ëåáåã). Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ïîë�
íîé êîíå÷íîé σ - àääèòèâíîé ìåðîé è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fn)

∞
n=1 èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ïî÷òè âñþäó. Òî�

ãäà îíà ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñàìîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè è ïî ìåðå.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

An(ε) = {x ∈ X : |fn(f)− f(x)| > ε}.
Ïîëîæèì

Bn(ε) =
⋃

k>n

Ak(ε).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ε

B1(ε) ⊃ B2(ε) ⊃ . . . ⊃ Bn(ε) ⊃ . . . ,

ò. å. Bn(ε) ↑ . Ïóñòü

B(ε) =
∞⋂

n=1

Bn(ε).

Åñëè x ∈ B(ε), òî x ∈ Bn(ε) äëÿ ëþáîãî n ∈ N è, ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ An(ε) äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ íîìåðîâ n ∈ N. Íî òîãäà äëÿ
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òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fn(x) íå ñõîäèòñÿ ê f(x). Ïîýòîìó x ïðè�
íàäëåæèò ìíîæåñòâó ñ íóëåâîé ìåðîé, ò. å. µ

(
B(ε)

)
= 0. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñíèçó σ - àääèòèâíîé ìå�
ðû µ, èìååì

0 = µ
(
B(ε)

)
= lim

n→∞
Bn(ε), (1.12.2)

Òàê êàê µ
(
An(ε)

)
6 µ

(
Bn(ε)

)
, òî âèäíî, ÷òî èç (1.12.2) âûòåêàåò

lim
n→∞

µ
(
An(ε)

)
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fn
µ−−−→

n→∞
f. ⊗

Òåîðåìà Ëåáåãà íå ñïðàâåäëèâà â ïðîñòðàíñòâå ñ σ - êîíå÷íîé
ìåðîé.

Ïðèì å ð 21. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ êàê ïðîñòðàíñòâî
ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé. Ïðåäñòàâèì åå â âèäå R =

∞⋃
n=−∞

[n,n + 1).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) = χ[n,n+1)(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî fn(x) → 0 ïðè n →∞ â êàæäîé òî÷êå x ∈ R, à, çíà÷èò,
è ïî÷òè âñþäó. Â òî æå âðåìÿ ïðè ε ∈ (0,1) èìååì

µ
(
An(ε)

)
= µ

{
x ∈ R : |fn(x)− 0| > ε‖

)
= µ

(
[n,n + 1)

)
= 1 6−−−→

n→∞
0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòü ïî ìåðå îòñóòñòâóåò.
Òåîðåìà1.12.2 íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ. Ïðèâåäåì ïðèìåð ñõîäÿ�

ùåéñÿ ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñõîäÿùåéñÿ â êàæäîé òî÷êå.

Ïðèì å ð 22. Íà ïîëóèíòåðâàëå X = [0,1) ñ ìåðîé Ëåáåãà µ

çàäàäèì äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñèñòåìó k ôóíêöèé f
(k)
1 ,f

(k)
2 , . . . ,f

(k)
k

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f
(k)
i (x) =





1, x ∈
[i− 1

k
,
i

k

)
,

0, x /∈
[i− 1

k
,
i

k

)
.

(1.12.3)
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i = 1,2, . . . ,k. Ñèñòåìó ôóíêöèé (1.12.3) çàíóìåðóåì ïîäðÿä â îäíó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gn)

∞
n=1, gn(x) = f

(k)
i (x), n = k(k − 1)/2 + i, i =

1,2, . . . , k. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn −−−→
n→∞

0 ïî ìåðå µ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè ε > 1 âñå ìíîæåñòâà An(ε) = {x : |gn| > ε} ïóñòû è èõ ìåðà ðàâíà
íóëþ; åñëè æå ε 6 1, òî µ

(
An(ε)

)
= µ

(
[ i−k

k , i
k)

)
= 1

k → 0 ïðè k →∞.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé

òî÷êå. Ïóñòü x0 ∈ [0,1), òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N íàéäåòñÿ ïîëóèíòåð�
âàë [ i−k

k , i
k), â êîòîðîì íàõîäèòñÿ x, ïîýòîìó f

(k)
i (x0) = 1. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gn âñå ÷ëåíû ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè íî�
ìåðàìè ðàâíû 1 è gn íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà 1.12.3 (Ðèññ). Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ïîë�
íîé σ - àääèòèâíîé ìåðîé è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)

∞
n=1 èçìå�

ðèìûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f. Òîãäà èç
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fnk

)∞k=1 ⊂ (fn), ñõîäÿùóþñÿ ê f ïî÷òè âñþäó.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (εn)

∞
n=1 è

(αn)
∞
n=1 òàêèå, ÷òî

ε1 > ε2 > . . . > 0, lim
n→∞

εn = 0;

αn > 0, (n = 1,2, . . .),
∞∑

n=1

αn < +∞.

Ïîñêîëüêó fn
µ−−−→

n→∞
f òî lim

n→∞
µ{x : |fn − f | > ε1} = 0. Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ íîìåð n1 ∈ N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n1

µ{x : |fn − f | > ε1} < α1.

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò n2 > n1, ÷òî äëÿ âñåõ n > n2

µ{x : |fn − f | > ε2} < α2.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû äëÿ ëþáîãî k íàéäåì nk > nk−1, è ïðè
ýòîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ n > nk

µ{x : |fn − f | > εk} < αk.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòðîèòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fnk
) ⊂ (fn). Ïî�

êàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç

Bm(ε) =
∞⋃

k=i

{x : |fnk
− f | > εk},

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bm(ε) èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþ�
ùåé, ïîýòîìó

B(ε) =
∞⋂

m=1

Bm(ε),

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñíèçó σ - àääèòèâíîé ìåðû

µ
(
B(ε)

)
= lim

n→∞
µ
(
Bm(ε)

)
.

Íî,

µ
(
Bm(ε)

)
6

∞∑

k=m

µ({x : |fnk
− f | > εk}) =

∞∑

k=m

αk.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑

k=1
αk ñõîäèòñÿ, òî åãî îñòàòîê ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å.

µ
(
Bm(ε)

) −−−→
m→∞

0.

Ïîýòîìó
µ
(
B(ε)

)
= 0.

Ðàññìîòðèì x0 ∈ X \ B(ε), òîãäà x0 /∈ Bm0
(ε) ïðè íåêîòîðîì m0,

çíà÷èò äëÿ ëþáîãî k > m0

|fnk
(x0)− f(x0)| 6 εk}.

Ñëåäîâàòåëüíî, fnk

ï.â.−−−→
n→∞

f. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.12.1. Òåîðåìà Ðèññà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé â ñëó÷àå
σ - êîíå÷íîé ìåðû íà X.
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Çàäà÷è
1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N çàäàíî êîëüöî P(N)

è ìåðà µ({k}) = 1 äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî N
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé. Âûÿñíèòü, ÷òî îçíà÷àåò
ñõîäèìîñòü ïî ìåðå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ïóñòü (fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé óäîâëå�
òâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) 0 6 fn+1 6 fn äëÿ âñåõ n ∈ N ïî÷òè âñþäó;
2) fn

µ−−−→
n→∞

0.

Äîêàçàòü, ÷òî fn
ï.â.−−−→

n→∞
0.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) =
nx

n2 + x2

âñþäó íà R ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íî íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
4. Çàíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòðåçêà [0,1] è çàïèøåì

k-îå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî rk â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè rk = pk/qk.
Ïîëîæèì

fk(x)e−(pk−xqk)2.

Äîêàçàòü, ÷òî fn
µ−−−→

n→∞
0 íà îòðåçêå [0,1] è ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå.

Óêàçàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïî÷òè âñþäó.
5. Ïóñòü íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ñ µ(X) < ∞ fn

µ−−−→
n→∞

f,

gn
µ−−−→

n→∞
g. Äîêàçàòü, ÷òî |fn| µ−−−→

n→∞
|f |, fn+gn

µ−−−→
n→∞

f +g, f 2
n

µ−−−→
n→∞

f 2.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñëó�
÷àå σ - êîíå÷íîé ìåðû.

6. Ïóñòü fn
µ−−−→

n→∞
f, gn

µ−−−→
n→∞

f, ãäå µ � êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ σ �
àääèòèâíàÿ ìåðà. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè µ({x : fn 6 hn 6 gn}) → µ(X),

òî hn
µ−−−→

n→∞
f.

1.13 Òåîðåìà Åãîðîâà
Â ïàðàãðàôå 1.12 ìû óñòàíîâèëè ñâÿçü ìåæäó òèïàìè ñõîäèìî�

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Âûÿñíèëè, ÷òî èç ðàâ�
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå X ñ µ(X) < ∞ âûòåêàþò âñå
îñòàâøèåñÿ òèïû ñõîäèìîñòåé.



68 1. ÒÅÎÐÈß ÌÅÐÛ È ÈÍÒÅÃÐÀË ËÅÁÅÃÀ

Â êëàññè÷åñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ñõîäèìî�
ñòè ïî÷òè âñþäó è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.13.1 (Åãîðîâ). Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ
êîíå÷íîé ìåðîé è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé
(fn)

∞
n=1 ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà X ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî Xδ ⊂ X,
÷òî:

1) µ(X \Xδ) < δ;
2) íà ìíîæåñòâå Xδ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x)

ðàâíîìåðíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 1.12.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
èçìåðèìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Xm
n =

⋂

k>n

{x : |fk(x)− f(x)| < 1

m
.

Ýòî ìíîæåñòâî îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ n
è m âûïîëíÿåòñÿ |fk(x) − f(x)| < 1/m äëÿ âñåõ k > n, è, êðîìå
òîãî, îíî èçìåðèìî. Çàôèêñèðóåì m, òîãäà ìíîæåñòâà Xm

n îáðàçóþò
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm

1 ⊂ Xm
2 ⊂ . . . è ïîýòîìó ìîæíî

ââåñòè â ðàññìîòðåíèå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

Xm =
∞⋃

n=1

Xm
n ,

Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ñâåðõó σ - àääèòèâíîé ìåðû µ, èìååì

µ(Xm) = lim
n→∞

µ(Xm
n ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî m è ëþáîãî δ > 0
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n0(m), ÷òî

µ(Xm \Xm
n(m)) <

δ

2m

äëÿ âñåõ n > n0(m).
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Ïîëîæèì
Xδ =

∞⋂
m=1

Xm
n0(m)

è ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Âî - ïåðâûõ,

X \Xδ = X \
∞⋂

m=1

Xm
(n0(m) =

∞⋃
m=1

(X \Xm
n0(m)).

Ïîýòîìó
µ(X \Xδ) 6 µ(X \Xm) + µ(Xm \Xδ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Xm \Xδ = Xm \
∞⋂

m=1

=
∞⋃

m=1

(
Xm \Xm

n0(m)

)
,

ïîëó÷èì

µ(Xm \Xδ) 6
∞∑

m=1

µ(Xm \Xm
n0(m)) <

∞∑
m=1

δ

2m
= δ,

à µ(X \Xm) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 ∈ X \Xm,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ N, äëÿ êîòîðîãî |fk(x0)− f(x0)| > 1/m, ò. å.
fn(x0) íå ñõîäèòñÿ ê f(x0). Ïî óñëîâèþ fn

ï.â.−−−→
n→∞

f. Çíà÷èò, ñõîäèìîñòü
îòñóòñòâóåò íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Ïîýòîìó µ(X \Xδ) < δ.

Âî - âòîðûõ, íà ìíîæåñòâå Xδ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ
ê f(x) ðàâíîìåðíî. Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî åñëè x ∈ Xδ, òî
äëÿ ëþáîãî m ∈ N |fn(x)−f(x)| < 1/m ïðè n > n0(m), ÷òî è îçíà÷àåò
ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü. ⊗

Óïð àæí å í è å 23. Óêàçàòü, ãäå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Åãîðîâà èñ�
ïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîñòü ìåðû.

Çàìå÷àíèå 1.13.1. Òåîðåìà Åãîðîâà íå èìååò ìåñòà â ñëó÷àå σ -
êîíå÷íîé ìåðû.

Ïðèì å ð 23. Ïóñòü X = N, àëãåáðà K = P(X), µ{k} = 1 äëÿ
âñåõ k ∈ N. Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
An = {1, 2, . . . , n} ñ µ(An) = n < ∞, òîãäà N =

∞⋃
n=1

An. Ïóñòü
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fn(x) = χAn
(x), ò. å. fn(k) = 1 äëÿ âñåõ k 6 n è fn(x) = 0 â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. ßñíî, ÷òî fn(x) −−−→
n→∞

1 ïî÷òè âñþäó. Âîçüìåì
0 < δ < 1, òîãäà èç óñëîâèÿ µ(X \ Xδ) < δ âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Nδ, ïðè óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèè, äîëæíî ñîâïàäàòü ñ N, ïîñêîëüêó
ìåðà ïðèíèìàåò ëèøü öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî íà âñåì N
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò.

Ìû ïîêàçûâàëè, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà.
Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, íàñêîëüêî êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
øèðå êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ⊂ R ñ µ(X) < ∞.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñòàíîâëåííàÿ Í.Í.Ëóçèíûì, ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòè êëàññû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçêè.

Òåîðåìà 1.13.2 (Ëóçèí). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x), çà�
äàííàÿ íà îòðåçêå [a,b], áûëà èçìåðèìîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g(x)
òàêàÿ, ÷òî

µ
({x ∈ [a,b] : f(x) 6= g(x)

)
< ε.

Óïð àæí å í è å 24. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Åãîðîâà, äîêàçàòü òåîðåìó Ëóçèíà.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü íà îòðåçêå [0,π] çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ

ôóíêöèé
fn(x) =

nsinx

1 + n2sin2x
.

Äëÿ çàäàííîãî δ > 0 ÿâíî óêàçàòü ìíîæåñòâî Xδ ⊂ [0,π], íà êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)

∞
n=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà îòðåçêå [a,b],
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊃ A è
òàêîå çàìêíóòîå F ⊂ A, ÷òî

µ(G \ A) < ε è µ(A \ F ) < ε.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà Ëóçèíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå
σ - êîíå÷íîé ìåðû íà X.

4. Èç òåîðåìû Ëóçèíà âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ íà îòðåç�
êå [a,b] ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Âñåãäà ëè ìîæíî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû�
áðàòü ìîíîòîííîé?
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1.14 Ïðîñòûå ôóíêöèè è èíòåãðàë Ëåáåãà îò ïðîñòûõ
ôóíêöèé

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà íàì ïîíàäîáèòñÿ êëàññ ôóíê�
öèé, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, íàçûâàåìûõ
ïðîñòûìè.

Ïóñòü (X, Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ σ - àääèòèâíîé ïîëíîé êîíå÷íîé
ìåðîé.

Îïð å ä å ë å í è å 1.14.1. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâà�
åòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç�
ëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü Ak = {x ∈ X : f(x) = yk}, òîãäà X =
∞⊔

k=1
Ak è ôóíêöèÿ

f(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè õàðàêòåðèñòè�
÷åñêèõ ôóíêöèé

f(x) =
∞∑

k=1

ykχAk
(x). (1.14.1)

Ñòðóêòóðà ïðîñòûõ ôóíêöèé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.14.1. Ôóíêöèÿ f : X → R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà X =

∞⊔
k=1

Ak, ãäå ìíîæåñòâà Ak èçìåðèìû è
f(x) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå yk íà ìíîæåñòâå Ak.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ,
òîãäà f èçìåðèìà è ïîýòîìó èçìåðèìû âñå ìíîæåñòâà Ak, òàê êàê

Ak = {x ∈ X : f(x) = yk} = {x : f(x) 6 yk} \ {x : f(x) < yk}

è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå X =
∞⊔

k=1
Ak.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå X =
∞⊔

k=1
Ak,

è âñå Ak èçìåðèìû, òîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ R

Ac = {x : f < c} =
⋃
yk<c

Ak,

ò. å. Ac ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. ⊗
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Ïðèìåðîì ïðîñòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå, õàðàê�
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 1.14.2. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå X, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷å�
ñêèõ îïåðàöèé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f, g : X → R � ïðîñòûå ôóíêöèè è Ak =

= {x : f(x) = yk}, è Bj = {x : g(x) = zj}. Òîãäà X =
∞∐

k=1
Ak =

∞∐
j=1

Bj.

Ðàññìîòðèì äëÿ ëþáûõ k è j ìíîæåñòâà Ckj = Ak ∩ Bj, êîòîðûå
èçìåðèìû è îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî X =

⋃
kj Ckj. Òîãäà: (f ± g)

íà ìíîæåñòâå Ckj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå yk ± zj, àíàëîãè÷íî, (f · g) =
= yk · zj, f/g = yk/zj. ⊗

Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòûõ ôóíêöèé â ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà
îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.14.3. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f : X → R ñó�
ùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî�
ñòûõ ôóíêöèé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

fn(x) =
k

n
, åñëè k

n
6 f(x) <

k + 1

n
,

ãäå k = 0,± 1,± 2, . . . ; n = 1,2, . . . . Ïóñòü

Ak
n =

{
x ∈ X :

k

n
6 f(x) <

k + 1

n

}
,

òîãäà Ak
n èçìåðèìû ïðè ëþáûõ k ∈ Z, n ∈ N è ïîýòîìó (fn) � ïîñëå�

äîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî,

|fn(x)− f(x)| < 1

n
−−−→
n→∞

0,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ⇒ f. ⊗
Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

çäåñü, â îòëè÷èè îò èíòåãðàëà Ðèìàíà, òî÷êè x ãðóïïèðóþòñÿ íå ïî
ïðèçíàêó èõ áëèçîñòè íà îñè OX, à ïî ïðèçíàêó áëèçîñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ. Ýòî ñðàçó æå ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿ�
òèå èíòåãðàëà Ëåáåãà íà î÷åíü øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî,
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èíòåãðàë Ëåáåãà ââîäèòñÿ îäèíàêîâî äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ëþ�
áûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, à èíòåãðàë Ðèìàíà ââîäèòñÿ ñíà÷àëà äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, à çàòåì óæå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíå�
íèÿìè ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ôóíêöèé
æå íà àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé èíòåãðàë Ðèìàíà âîîáùå
íå èìååò ñìûñëà.

Îïðåäåëèì èíòåãðàë Ëåáåãà âíà÷àëå îò ïðîñòûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü f(x) � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åò�

íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé y1, y2, . . . , yn, . . . íà ìíîæåñòâàõ Ak =
= {x : f(x) = yk}. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑

k=1

ykµ(Ak). (1.14.2)

Îïð å ä å ë å í è å 1.14.2. Ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å�
íèÿ yk íà ìíîæåñòâàõ Ak, k = 1,2, . . . , íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé (ïî
ìåðå µ) èëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó íà X, åñëè ðÿä (1.14.2) ñõîäèò�
ñÿ àáñîëþòíî. Åñëè ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà, òî ñóììà ðÿäà (1.14.2)
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó X, ò. å.

∫

X

f(x)dµ =
∞∑

k=1

ykµ(Ak). (1.14.3)

Òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà
(ìíîæåñòâà Ak) íóìåðóþòñÿ ïðîèçâîëüíî è ñóììà ðÿäà ìîæåò ìåíÿòü�
ñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ðÿäà.

Â äàííîì îïðåäåëåíèè âñå yk ðàçëè÷íû. Îäíàêî îò ýòîãî òðåáîâà�
íèÿ ìîæíî îòêàçàòüñÿ.

Ëåììà 1.14.1. Ïóñòü X =
⊔
i

Bi è ïóñòü íà êàæäîì Bi ôóíê�
öèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ci. Òîãäà

∫

X

f(x)dµ =
∞∑

i=1

ciµ(Bi), (1.14.4)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðÿä (1.14.4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X =
∞⊔

k=1
Ak è Ak = {x ∈ X : f(x) = yk},

ãäå âñå yk ðàçëè÷íû. Òîãäà ìíîæåñòâà Ak ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì òåõ
Bi, äëÿ êîòîðûõ ci = yk. Çíà÷èò

∑

k

ykµ(Ak) =
∑

k

yk

( ∑
ci=yk

µ(Bi)
)

=
∑

i

ciµ(Bi). (1.14.5)

Òàê êàê ìåðà íåîòðèöàòåëüíà, òî ðÿäû â (1.14.5) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõî�
äÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.14.5)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.14.4). ⊗

Ïðèì å ð 24. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = (−1)n · n, x ∈
[1

n
,

1

n + 1

)
, n = 1,2, . . . .

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé íà ïî�
ëóèíòåðâàëå [0,1). Ñîñòàâèì ðÿä (1.14.2)

∞∑
n=1

ynµ
([ 1

n
,

1

n + 1

))
=

∞∑
n=1

(−1)nn
1

n(n + 1)
.

Äàííûé ðÿä íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f íå ñóììèðó�
åìà íà ïîëóèíòåðâàëå [0,1).

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà îò ïðîñòûõ
ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî 1.14.1.
∫

X

(f(x) + g(x))dµ =

∫

X

f(x)dµ +

∫

X

g(x)dµ,

ïðè÷åì èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò ñóùå�
ñòâîâàíèå èíòåãðàëà â ëåâîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ai = {x : f(x) = fi} è Bj = {x : g(x) = gj}.
Òîãäà ∫

X

f(x)dµ =
∑

i

fiµ(Ai), (1.14.6)
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∫

X

g(x)dµ =
∑

j

giµ(Bj). (1.14.7)

Ðàññìîòðèì
∫

X

(
f(x) + g(x)

)
dµ =

∑
i

∑
j

(fi + gj)dµ(Cij), (1.14.8)

ãäå Cij = Ai ∩Bj. Íî

µ(Ai) =
∑

j

µ(Ai ∩Bj), µ(Bj) =
∑

i

µ(Ai ∩Bj).

Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.14.6) è (1.14.7) âûòåêàåò àáñîëþò�
íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.14.8) è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. ⊗

Ñâîéñòâî 1.14.2. Äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé α
∫

X

αf(x)dµ = α

∫

X

f(x)dµ,

ïðè÷åì èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò ñóùåñòâî�
âàíèå èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè.

Óïð àæí å í è å 25. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 2.

Ñâîéñòâî 1.14.3. Îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå X ïðîñòàÿ ôóíê�
öèÿ f èíòåãðèðóåìà, ïðè÷åì, åñëè |f(x)| 6 M íà X, òî

∣∣∣
∫

X

f(x)dµ
∣∣∣ 6 Mµ(X).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ Åñëè ïðîñòàÿ
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, òî
∣∣∣
∫

X

f(x)dµ
∣∣∣ =

∣∣∣
∞∑

k=1

ykµAk

∣∣∣ 6
∞∑

k=1

|yk|µ(Ak) 6 M

∞∑

k=1

µ(Ak) = M ·µ(X).

À ýòî îçíà÷àåò ñóììèðóåìîñòü f. ⊗
Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ñóììèðóåìûõ ïî ìåðå µ ôóíêöèé îáîçíà÷à�

åòñÿ S(X,µ). Ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Çàäà÷è
1. Ïóñòü X = {1,2, . . . ,N}. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê�

öèÿ f : X → R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.
2. Ïóñòü f : [a,b] → R. Âû÷èñëèòü

∫
[a,b]

f(x)dµ, åñëè:

à) f(x) = χ[a,b]\Q(x); á) f(x) = χ[a,b]∩Q(x);

ñ) f(x) = e−[x], ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
3. Ïóñòü ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(1.14.1), ò. å.

f(x) =
∞∑

k=1

ykχAk
(x) =

∞∑
j=1

zjχBj
(x),

ïðè÷åì
⊔
k

Ak =
⊔
j

Bj = X. Äîêàçàòü, ÷òî
∞∑

k=1
ykµ(Ak) =

∞∑
j=1

zjµ(Bj) â

òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

1.15 Èíòåãðàë Ëåáåãà íà ìíîæåñòâå êîíå÷íîé ìåðû
Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ σ - àääèòèâíîé ïîëíîé êîíå÷íîé

ìåðîé è f : X → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 1.15.1. Íàçîâåì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f ñóììè�
ðóåìîé ïî ìåðå µ (èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó) íà X, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ñóììèðóåìûõ íà X ôóíêöèé (fn)

∞
n=1, ðàâ�

íîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f . Èíòåãðàëîì Ëåáåãà ñóììèðóåìîé ôóíêöèè
f íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðåäåë èíòåãðàëîâ Ëåáåãà îò ïðîñòûõ
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé fn :

∫

X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫

X

fn(x) dµ. (1.15.1)

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) Ïðåäåë äëÿ ëþáîé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðîñòûõ ñóììèðóåìûõ íà X ôóíêöèé ñóùåñòâóåò.
2) Ýòîò ïðåäåë ïðè çàäàííîé ôóíêöèè f íå çàâèñèò îò âûáîðà ï

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn)
∞
n=1.

3) Äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò.
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Âñå ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü (In)

∞
n=1, ãäå In =

∫
X

fn(x)dµ, òîãäà

|In − Im| =
∣∣∣
∫

X

fn(x)dµ−
∫

X

fm(x)dµ
∣∣∣ = |

∫

X

(fn(x)− fm(x))dµ| 6

6
∫

X

|fn(x)− fm(x)|dµ 6 µ(X) · sup
x∈X

|fn(x)− fm(x)| −−−−→
m,n→∞

0

òàê êàê µ(X) < ∞ è âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (In) ÿâëÿåòñÿ ôóí�
äàìåíòàëüíîé, è ïîýòîìó èìååò ïðåäåë.

Äëÿ ïðîâåðêè âòîðîãî óñëîâèÿ ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòè fn, gn ∈ S(X,µ) òàêèå, ÷òî fn ⇒ f, gn ⇒ f ïðè n → ∞, òîãäà
|fn − gn| 6 |fn − f |+ |gn − f | < ε/µ(X). Çíà÷èò,

∣∣∣
∫

X

fn dµ−
∫

X

gn dµ
∣∣∣ 6

∫

X

|fn − gn| dµ < ε,

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè òðåòüåãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé fn ðàâíÿåòñÿ f äëÿ âñåõ
n.

Ïóñòü µ(X) < ∞ è f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà X. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå îñè OY T = {yk}, ãäå yk 6 f(x) 6 yk+1 ñ äèàìåòðîì
λ(T ) = supk |yk+1 − yk|. Ïóñòü ξk � íàáîð òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ξk ∈ [yk,yk+1]. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò ôóíêöèè f
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

∫

X

f(x) dµ = lim
λ(T )→0

∑

k

ξkµ
({x ∈ X : yk 6 f(x) 6 yk+1}

)
. (1.15.2)

Âûðàæåíèå (1.15.2) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ëåáåãà.
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ âåðõíþþ è íèæíþþ èíòå�

ãðàëüíûå ñóììû Ëåáåãà.

S(T ) =
∑

k

yk+1µ(Ak), s(T ) =
∑

k

ykµ(Ak), (1.15.3)
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ãäå Ak = {x ∈ X : yk 6 f(x) 6 yk+1 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f
ñóììèðóåìà, òî S(T ) è s(T ) â (1.15.3) ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì, ïîñêîëüêó,
s(T ) 6

∫
X

f(x) dµ 6 S(T ), òî

∫

X

f(x) dµ = lim
λ(T )→0

S(T ) = lim
λ(T )→0

s(T ). (1.15.4)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ñóììèðóåìà, òî, ñîãëàñíî (1.15.1), íàéäåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ S(X,µ) òàêàÿ, ÷òî fn ⇒ f. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1.14.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàê:

fn(x) =
k

n
, åñëè k

n
6 f(x) <

k + 1

n
, (1.15.5)

ëèáî
fn(x) =

k + 1

n
, åñëè k

n
< f(x) 6 k + 1

n
. (1.15.6)

Ñ ó÷åòîì (1.15.5), (1.15.6), yk ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû |yk−k/n| →
→ 0 è |yk+1 − (k + 1)/n| → 0 äëÿ âñåõ k. Òîãäà ðÿäû (1.15.3) áóäóò
ñõîäèòñÿ. Ó÷èòûâàÿ îöåíêó

|S(T )− s(T )| 6 λ(T )µ(X), (1.15.7)

âèäèì, ÷òî lim
λ(T )→0

S(T ) = lim
λ(T )→0

s(T ).

Ôîðìóëà (1.15.2) äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ëåáåãà ïîçâîëÿåò îïè�
ñàòü îòëè÷èå â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà è èíòåãðàëà Ëåáåãà. Â
îáîèõ îïðåäåëåíèÿõ (â ñëó÷àå f(x) > 0) ïîíÿòèå èíòåãðàëà ñâÿçàíà ñ
ïëîùàäüþ ôèãóðû, ëåæàùåé ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) è îñüþ
OX. Äëÿ ïîäñ÷åòà ïëîùàäè ôèãóðà ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå ÷à�
ñòè, äëÿ êîòîðûõ ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî. Ïðè ñîñòàâëå�
íèè èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà (ñóìì Äàðáó) îòðåçîê [a,b] = X ðàç�
áèâàåòñÿ íà ÷àñòè òî÷êàìè a = x1 < x2 < . . . < xn = b, â êàæäîé ÷àñòè
âûáèðàåòñÿ òî÷êà ξk è ñîñòàâëÿåòñÿ ñóììà

n−1∑
k=1

f(ξk)(xk+1 − xk). Òàêîå
ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà âñÿêîì
îòðåçêå [xk, xk+1] áëèçêè ê f(ξk), ξk ∈ [xk,xk+1]. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Ïðè ñîñòàâëåíèè èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ëåáåãà âûäåëÿþòñÿ ìíîæå�
ñòâà Ak è íà íèõ ôóíêöèÿ f çàìåíÿåòñÿ íà ξk ∈ [yk, yk+1], ò. å. ðàç�
áèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó áëèçîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Â èí�
òåãðàëüíûõ ñóììàõ Ðèìàíà ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó áëè�
çîñòè òî÷åê íà îñè OX, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè áóäóò áëèçêè â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.

Ïðèì å ð 25. Âû÷èñëèì ïî îïðåäåëåíèþ
∫

[0,1]
x2dµ.

Ôóíêöèÿ f(x) = x2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó îíà èçìåðè�
ìà è îãðàíè÷åíà. Âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñóììèðó�
åìà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíê�
öèé fn = k/n, ãäå |k| 6 n supx∈X |f(x)| 6 nM, M = supx∈X |f(x)|,
êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) è ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = x2 íà îòðåçêå [0,1] ñóììèðóåìà. Ïóñòü
fn(x) = yk = (k

n)2, êîãäà x ∈ Ak = f−1([(k
n)2,(k+1

n )2)) = [k
n ,k+1

n ),
k = 0, . . . ,n− 1. Òîãäà

∫

[0,1]

f(x) dµ =

∫

[0,1]

x2 dµ = lim
n→∞

∫

[0,1]

fn(x) dµ = lim
n→∞

n−1∑

k=0

ykµ(Ak) =

= lim
n→∞

n−1∑

k=0

(
k

n
)2(

k + 1

n
− k

n
) = lim

n→∞

n−1∑

k=0

k2

n3 = lim
n→∞

1

n3

n−1∑

k=0

k2 =

= lim
n→∞

1

n3

(n− 1)n(2n− 1)

6
=

1

3
.

Ïîýòîìó
∫

[0,1]
x2dµ = 1/3.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L (X,µ) � ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó

ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó

êîíå÷íîé ìåðû.

Ñâîéñòâî 1.15.1. Ïóñòü A ⊂ X � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
∫

A

dµ = µ(A).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî,
∫
A

dµ =
∫
X

1 ·χA(x)dµ = µ(A). ⊗

Ñâîéñòâî 1.15.2. Ïóñòü f,g � ñóììèðóåìûå ôóíêöèè, òîãäà äëÿ
ëþáûõ ñêàëÿðîâ α,β ∈ R ñóììèðóåìîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ αf + βg è
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

X

(αf(x) + βg(x)) dµ = α

∫

X

f(x)dµ + β

∫

X

g(x) dµ. (1.15.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü fn,gn ∈ S(X, µ) è fn ⇒ f, gn ⇒ g. Òîãäà
αfn + βgn ∈ S(X,µ) è αfn + βgn ⇒ αf + βg ïðè n →∞. Â ðàâåíñòâå

α

∫

X

fn(x) dµ + β

∫

X

gn(x)dµ =

∫

X

(αfn + βgn) dµ

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n →∞ è ïîëó÷èì (1.15.8). ⊗
Ñâîéñòâî 1.15.3. Îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðó�

åìà íà X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòî ñâîéñòâî äîêàçàíî âûøå. ⊗
Ñâîéñòâî 1.15.4. Ïóñòü f � ñóììèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(x) > 0, òîãäà ∫

X

f(x) dµ > 0. (1.15.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò. å. f(x) = yk,

x ∈ Ak = {x ∈ X : f(x) = yk}. Åñëè yk > 0, òî
∞∑

k=1
ykµ(Ak) > 0,

ò. å. (1.15.9) ñïðàâåäëèâî.
Åñëè f � ïðîèçâîëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü
fn(x) =

k

n
, x ∈

{
x ∈ X :

k

n
6 f(x) <

k + 1

n

}
,

ïðèíèìàåò òàêæå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò. å. fn(x) > 0 äëÿ âñåõ
x ∈ X. Ïîýòîìó ∫

X

fn(x) dµ > 0.
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Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷èì
äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (1.15.9). ⊗

Èç ñâîéñòâà 1.15.4 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
15.4(a). Åñëè f1, f2 � ñóììèðóåìûå ôóíêöèè è f1(x) > f2(x), òî

∫

X

f1(x) dµ >
∫

X

f2(x) dµ. (1.15.10)

15.4(b). Åñëè f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è m 6 f(x) 6 M , òî

mµ(X) 6
∫

X

f(x) dµ 6 Mµ(X).

Ñâîéñòâî 1.15.5. Ïóñòü f � èçìåðèìà, à ϕ òàêàÿ ñóììèðóåìàÿ íà
X ôóíêöèÿ, ÷òî |f | 6 ϕ, òîãäà f òàêæå ñóììèðóåìà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f,ϕ � ïðîñòûå ôóíêöèè. Òîãäà X =

⊔
k

Ak

è íà Ak ôóíêöèè f è ϕ ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ yk è zk,
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |yk| 6 zk. Ðàññìîòðèì ðÿäû

∫

X

f(x) dµ =
∑

k

ykµ(Ak) 6
∑

k

|yk|µ(Ak) 6
∑

k

zkµ(Ak).

Èç ïðèâåäåííîé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ðÿä äëÿ ôóíêöèè f
ìàæîðèðóåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì è, çíà÷èò, ñàì àáñîëþò�
íî ñõîäèòñÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì. ⊗

Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâî:
15.5(à). Åñëè f1(x) 6 f(x) 6 f2(x), ãäå f1,f2 � ñóììèðóåìûå, à

f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òî f áóäåò ñóììèðóåìîé.
15.5(b). Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à g � îãðàíè÷åííàÿ èçìå�

ðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî |g(x)| 6 c. Òîãäà ôóíêöèÿ f ·g ñóììèðóåìà,
ïðè÷åì ∣∣∣

∫

X

fg dµ
∣∣∣ 6 c

∫

X

|f | dµ. (1.15.11)
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Ñâîéñòâî 1.15.6. Åñëè f ñóììèðóåìà íà X, òî f ñóììèðóåìà íà
ëþáîì èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå èç X è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

AtB

f(x) dµ =

∫

A

f(x) dµ +

∫

B

f(x) dµ. (1.15.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîñòüþ èíòå�
ãðàëà Ëåáåãà. Ïóñòü f ñóììèðóåìà íà X. Òîãäà

∫

A

f(x) dµ =

∫

X

f(x)χA(x) dµ,

∫

B

f(x) dµ =

∫

X

f(x)χB(x) dµ

è
∫

X

(
f(x)χA(x) + f(x)χB(x)

)
dµ =

∫

X

f(x)
(
χA(x) + χB(x)

)
dµ =

=

∫

X

(
f(x)χAtB(x) dµ =

∫

AtB

f(x) dµ.

Â äàííîé öåïî÷êå èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî A ∩ B = ∅, ïîýòîìó χA(x)+
+χB(x) = χAtB(x). ⊗

Ñâîéñòâî 1.15.7. Ôóíêöèè f è |f | ñóììèðóåìû ëèáî íå ñóììèðó�
åìû îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣
∫

X

f dµ
∣∣∣ 6

∫

X

|f | dµ. (1.15.13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 =
∫
X

f dµ|, I2 =
∫
X

|f | dµ. Åñ�

ëè I2 ñóùåñòâóåò, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî f 6 |f |, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 1.15.5,
ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå I1. Ïóñòü f ñóììèðóåìà, ò. å. ñóùåñòâóåò I1.
Òîãäà, åñëè f ïðîñòàÿ, òî I2 ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ. Â îáùåì ñëó�
÷àå ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. ⊗

Ñâîéñòâî 1.15.8. Åñëè µ(A) = 0, òî
∫
A

f(x) dµ = 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî,
à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. ⊗

15.8(à). Åñëè f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà X, òî
∫

X

f(x) dµ = 0.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü, âíå êîòîðîãî f(x) = 0, òîãäà
∫

X

f(x)dµ =

∫

A

f(x)dµ +

∫

X\A

0 · dµ = 0.

15.8(b). Åñëè f(x) è g(x) ñóììèðóåìû è ðàâíû ïî÷òè âñþäó, òî
∫

X

f(x) dµ =

∫

X

g(x) dµ.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íåðàâåíñòâà,
âîçíèêàþùèå ïî÷òè âñþäó. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò èäòè ðå÷ü î
ôóíêöèÿõ èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ ïî÷òè âñþäó.

Îïð å ä å ë å í è å 1.15.2. Íàçîâåì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f íà X ñó�
ùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃c > 0, ÷òî |f(x)| 6 c ïî÷òè âñþäó íà
X. Íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ êîíñòàíò (äîêàæèòå åå ñóùåñòâîâàíèå) íà�
çûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé âåðõíåé ãðàíüþ ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ
ess sup |f(x)|.

Ñâîéñòâî 1.15.9. Åñëè
∫
X

|f(x)| dµ = 0, òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó
íà X.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ñâîéñòâà èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ×å�
áûøåâà.

Ëåììà 1.15.1. Ïóñòü f � ñóììèðóåìà, ïðè÷åì f(x) > 0, c > 0,
è ïóñòü Ac = {x : f(x) > c}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ×åáûøå�
âà

µ(Ac) 6 1

c

∫

X

f(x) dµ. (1.15.14)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
∫

X

f(x) dµ =

∫

Ac

f(x)dµ +

∫

X\Ac

f(x)dµ >
∫

Ac

f(x)dµ > cµ(Ac).

Îòêóäà ñëåäóåò (1.15.14) ⊗
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâî 1.15.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

An = {x : |f(x)| > n}.
Òîãäà

A0 = {x : |f(x)| > 0} =
∞⋃

n=1

A1/n.

Äîêàæåì, ÷òî µ(A0) = 0. Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà èìååì

µ(A1/n) 6 1

1/n

∫

X

|f(x)| dµ = 0.

Çíà÷èò,

µ(A0) 6
∞∑

n=1

µ(A1/n) = 0,

ò. å. µ(A0) = 0. ⊗
Ïðèì å ð 26. Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ëåáåãà îò ôóíêöèè

f(x) =

{
x3, x ∈ [0,1] \Q;
1− x, x ∈ [0,1] ∩Q.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó,
ïîñêîëüêó îíà ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå. Îäíàêî ïî ìåðå Ëåáåãà f
ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè g, êîòîðàÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0,1] ðàâíà
x3. Äåéñòâèòåëüíî,

µ
({x ∈ [0,1] : f(x) 6= g(x)}) = µ

(
[0,1] ∩Q

)
= 0.

Ïî ñâîéñòâó 1.15.8
∫

[0,1]

f(x) dµ =

∫

[0,1]

g(x) dµ =

1∫

0

x3 dx =
1

4
.
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Ïðèì å ð 27. Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ëåáåãà îò ôóíêöèè f, çàäàí�
íîé íà îòðåçêå [0,1] ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x) =





2n, x ∈
[

1
3n+1 ,

1
3n

)
\K, n = 1,2, . . . ;

ex, x ∈ K;

x2 + 1, x ∈
(

1
3 ,1

]
,

ãäå K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
Ïîñêîëüêó µ(K) = 0, òî f ∼ g, ãäå

g(x) =





2n, x ∈
[

1
3n+1 ,

1
3n

)
, n = 1,2, . . . ;

x2 + 1, x ∈
[

1
3 ,1

]
.

Çíà÷èò,

I =

∫

[0,1]

f(x) dµ =

∫

[0,1]

g(x) dµ =

∫

[0,1/3]

g(x) dµ +

∫

[1/3,1]

g(x) dµ = I1 + I2.

Íà [0,1/3) ôóíêöèÿ g ïðîñòàÿ, ïîýòîìó

I1 =
∞∑

n=1

2n
( 1

3n
− 1

3n+1

)
=

∞∑
n=1

2n+1

3n+1 =
4

3
.

I2 =

1∫

1/3

(x2 + 1) dx =
80

81
.

Òàêèì îáðàçîì,
I =

4

3
+

80

81
=

28

81
.

Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà X

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ôóíêöèé g ∈ S(X,µ),
íå ïðåâîñõîäÿùèõ f, èíòåãðàëû

∫
X

f(x) dµ îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî.
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2. Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà X. Îïðåäåëèì ôóíêöèè
f+(x) è f−(x) òàê:

f+(x) =
1

2

[
|f(x)|+ f(x)

]
, f−(x) =

1

2

[
|f(x)| − f(x)

]
.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóììèðóåìû ôóíêöèè f+ è f−.

3. Ïóñòü X � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé. Äîêàçàòü,
÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà X òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

2nµ
({x ∈ X : f(x) > 2n}).

4. Âû÷èñëèòü
∫

[0,π
2 ]

f(x) dµ, åñëè :

1)
f(x) =

{
sin x, x ∈ Q ∩ [0,1],
cos x, x ∈ [0,1] \Q;

2)
f(x) =

{
sinh x, cos x ∈ Q,
sinh2 x, cos x ∈ [0,1] \Q;

3)
f(x) =

{
x2, x ∈ K,
sin πx, x /∈ K.

5. ×åìó ðàâåí
∫

[0,1]
f(x) dµ, åñëè

f(x) =

{
x2, x ∈ A ∩K
x3, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ,

ãäå A íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà [0,1], K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
6. Ïóñòü

f(x) =

{
0, x ∈ K,
n, x ∈ [0,1] \K.

Äîêàçàòü, ÷òî
∫

[0,1]
f(x) dµ = 3.
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1.16 Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü è σ � àääèòèâíîñòü
èíòåãðàëà Ëåáåãà

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðåëè ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëå�
áåãà ïî ôèêñèðîâàííîìó ìíîæåñòâó, çà èñêëþ÷åíèåì ñâîéñòâà 1.15.6.
À ñåé÷àñ çàôèêñèðóåì ñóììèðóåìóþ ôóíêöèþ f è áóäåì ðàññìàòðè�
âàòü èíòåãðàë Ëåáåãà êàê ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A ⊂ X, ò. å.

ν(A) =

∫

A

f dµ. (1.16.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ν(∅) = 0.

Òåîðåìà 1.16.1 (àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ).
Åñëè f(x) � ñóììèðóåìàÿ íà ìíîæåñòâå A ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) > 0, ÷òî

∣∣∣
∫

e

f(x) dµ
∣∣∣ < ε

äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà e ⊂ A òàêîãî, ÷òî µ(e) < δ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà f � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. f(x) =

= yk, åñëè x ∈ Ak = {x ∈ A : f(x) = yk} è A =
∞⊔

k=1
Ak. Òîãäà

∫

A

f(x) dµ =
∞∑

k=1

ykµ(Ak), (1.16.2)

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Èç óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ñõî�
äèìîñòè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî

∞∑

k=N+1

ykµ(Ak) <
ε

2
. (1.16.3)

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B =
∞⊔

k=N(ε)+1
Ak, êîòîðîå èçìåðèìî. Íà ìíîæå�

ñòâå A \ B ôóíêöèÿ f áóäåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, ïî�
ýòîìó áóäåò îãðàíè÷åííîé. Ïóñòü

c = max
16k6N(ε)

|yk| = max
x∈A\B

|f(x)| (1.16.4)
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Âûáåðåì δ < ε/2c. Ïóñòü e ⊂ A è µ(e) < δ, òîãäà ñ ó÷åòîì (1.16.2) �
(1.16.4) èìååì

|ν()e| =
∣∣∣
∫

e

f(x) dµ
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

e∩B

f(x) dµ +

∫

(A\B)
⋂

e

f(x) dµ
∣∣∣ 6

6
∫

e∩B

|f | dµ +

∫

(A\B)
⋂

e

|f | dµ 6 ε

2
+ cδ 6 ε.

Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íàé�
äåòñÿ òàêàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî |f(x)− g(x)| 6 ε/2µ(e).

Èìååì
∣∣∣
∫

e

f dµ
∣∣∣ 6

∫

e

|g|dµ +

∫

e

|f − g| dµ 6 ε

2µ(e)
µ(e) +

ε

2
= ε.

⊗
Òåîðåìà 1.16.2. (σ - àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà) Ïóñòü

f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâó A è ïóñòü A =
⊔
k

Ak,
ãäå Ak, k = 1,2 . . . � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Òîãäà f ñóììèðóåìà íà
êàæäîì Ak è ∫

A

f(x) dµ =
∞∑

k=1

∫

Ak

f(x) dµ, (1.16.5)

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòîé ôóíê�
öèè f,, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . . Ïóñòü Bn = {x ∈ A : f(x) =

= yn}, Bkn = {x ∈ Ak : f(x) = yn}. Òîãäà A
∞⊔

n=1
è

∫

A

f(x) dµ =
∞∑

n=1

ynµ(Bn) =
∞∑

n=1

yn

∞∑

k=1

µ(Bkn) =

=
∞∑

k=1

∞∑
n=1

ynµ(Bnk) =
∞∑

k=1

∫

Ak

f(x) dµ.

(1.16.6)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè f, êîòîðîå îáó�
ñëàâëèâàåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â öåïî÷êå (1.16.6).

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç åå èíòåãðèðóåìîñòè íà A
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íà
A ôóíêöèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

|f(x)− g(x)| < ε

µ(A)
. (1.16.7)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|I| =
∣∣∣
∫

A

f(x) dµ−
∞∑

k=1

∫

Ak

f(x) dµ
∣∣∣ 6

∣∣∣
∫

A

f(x) dµ−
∫

A

g(x) dµ
∣∣∣+

+
∣∣∣
∫

A

g(x) dµ−
∞∑

k=1

∫

Ak

g(x) dµ
∣∣∣+

∞∑

k=1

∣∣∣
∫

Ak

f(x) dµ−
∫

Ak

g(x) dµ
∣∣∣ = I1+I2+I3.

Òîãäà
I1 6

∫

A

|f(x)− g(x)| dµ 6 ε

2µ(A)
µ(A) =

ε

2
.

I2 = 0, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè g äîêàçàíî ðàâåíñòâî
∫

A

g(x) dµ =
∞∑

k=1

∫

Ak

g(x) dµ

è àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g ñóììèðóåìà íà êàæ�
äîì Ak è âûïîëíåíî (1.16.7), ïîëó÷èì, ÷òî f òàêæå ñóììèðóåìà íà
êàæäîì Ak, ïîýòîìó

I3 6
∞∑

k=1

∫

Ak

|f(x)− g(x)| dµ 6 ε

2µ(A)

∞∑

k=1

µ(Ak) =
ε

2
.

Òîãäà |I| < ε äëÿ ëþáîãî ε > 0, ò. å. I = 0 è ðÿä (1.16.5) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî. ⊗

Ñëåäñòâèå 1.16.1. Åñëè f ñóììèðóåìà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå
A, òî f ñóììèðóåìà íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå B ⊂ A.
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Ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàÿ òåîðåìà ê òåîðåìå 1.16.2.

Òåîðåìà 1.16.3. Ïóñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A =
∞⊔

k=1
Ak è íà

êàæäîì Ak ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà, ïðè÷åì ðÿä
∑

k

∫

Ak

|f(x)| dµ (1.16.8)

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà A è
∫

A

f(x) dµ =
∑

k

∫

Ak

f(x) dµ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîñòîé ôóíêöèè f , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå yn íà ìíîæåñòâàõ Bn =
= {x ∈ A : f(x) = yn}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Akn = Ak ∩ Bn, òîãäà⊔∞

k=1 Akn = Bn è
∫

Ak

|f(x)| dµ =
∑

n

|yn|µ(Akn),

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ðÿäû
∞∑

k=1

∞∑
n=1

ynµ(Akn) =
∞∑

n=1

yn

∞∑

k=1

µ(Akn) =
∞∑

n=1

µ(Bn).

Ïîñêîëüêó ðÿä (1.16.8) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî èç àáñîëþòíîé ñõîäè�
ìîñòè ïåðâîãî ðÿäà âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ðÿäà
â öåïî÷êå, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî f ñóììèðóåìà íà ìíî�
æåñòâå A, ò. å. ∫

A

f(x) dµ =
∑

n

ynµ(Bn).

Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à g òàêàÿ
ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

|f(x)− g(x)| < ε (1.16.9)
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Òîãäà ∫

Ak

|g(x)| dµ 6
∫

Ak

|f(x)| dµ + εµ(Ak).

Òàê êàê
∞∑

k=1
µ(Ak) = µ(A), òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.16.8) ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

k=1

∫

Ak

|g(x)| dµ.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ g, àïïðîêñèìèðóþùàÿ f, ÿâëÿåò�
ñÿ ñóììèðóåìîé. Ó÷èòûâàÿ (1.16.9), ïîëó÷àåì ñóììèðóåìîñòü èñõîä�
íîé ôóíêöèè f íà A. ⊗

Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà êàê ôóíêöèè ìíîæåñòâà ïðè�
âîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó. Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,
ñóììèðóåìàÿ íà ïðîñòðàíñòâå X ïî ìåðå µ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ν(A) =

∫

A

f(x) dµ, (1.16.10)

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ X, ïðè÷åì
1. ν(A) > 0, ν(∅) = 0.

2. Åñëè A =
∞⊔

k=1
Ak, òî ν(A) =

∞∑
k=1

ν(Ak).

3. Åñëè µ(A) < δ, òî |ν(A)| < ε.
Èíûìè ñëîâàìè, èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè îáëàäàåò

êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà âñåìè ñâîéñòâàìè σ - àääèòèâíîé ìåðû. Ýòà
ìåðà îïðåäåëåíà íà òîé æå σ - àëãåáðå, ÷òî è ìåðà µ.

Çàäà÷è
Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèÿ, {An}∞n=1 �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî µ(An) → 0 ïðè
n →∞. Äîêàçàòü, ÷òî

∫
An

f(x) dµ → 0 ïðè n →∞.

1.17 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà
Îñîáåííî çàìåòíû ïðåèìóùåñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà íàä èíòåãðà�

ëîì Ðèìàíà, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Â ñëó÷àå
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èíòåãðàëà Ðèìàíà ïåðåìåíà ïîðÿäêà îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è ïå�
ðåõîäà ê ïðåäåëó âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå èíòåãðàëà
Ëåáåãà òàêèå òðåáîâàíèÿ ìîæíî îñëàáèòü. Â îñíîâå òàêèõ òðåáîâàíèé
ëåæàò òðè òåîðåìû, íà ðàññìîòðåíèè êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ îñòàíîâèìñÿ.

Òåîðåìà 1.17.1 (Ëåáåã). Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìå�
ðîé. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé (fn)

∞
n=1 ñõîäèòñÿ

ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè f(x) è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ϕ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ n |fn| 6 ϕ, òî f � ñóììèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ è

lim
n→∞

∫

X

fn(x) dµ =

∫

X

lim
n→∞

fn(x) dµ =

∫

X

f(x) dµ. (1.17.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 15.5 èíòåãðàëà Ëåáåãà èç íåðàâåí�
ñòâà |fn| 6 ϕ âûòåêàåò, ÷òî fn ñóììèðóåìû äëÿ âñåõ n ∈ N. Òàê êàê
fn(x)

ï.â.−−−→
n→∞

f(x), òî f èçìåðèìà è ñóììèðóåìà, ïîñêîëüêó |f | 6 ϕ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð
N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ n > N(ε)

∣∣∣
∫

X

fn(x) dµ−
∫

X

f(x) dµ
∣∣∣ < ε.

Ïî ñâîéñòâó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî ε âûáå�
ðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∣∣∣
∫

A

ϕ(x) dµ
∣∣∣ < ε/3, åñëè µ(A) < δ. (1.17.2)

Íåðàâåíñòâî (1.17.2) áóäåò òàêæå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ f è fn.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Åãîðîâà è ïî δ > 0 ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

Xδ ⊂ X, íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è
çíà÷èò ñóùåñòâóåò N(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N(ε)

sup
x∈Xδ

|fn(x)− f(x)| < ε

3µ(X)
(1.17.3)

è µ(X \Xδ) < δ. Ïîýòîìó ðîëü ìíîæåñòâà A â (1.17.2) èãðàåò X \Xδ.
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Èòàê
∣∣∣
∫

X

fn(x) dµ−
∫

X

f dµ
∣∣∣ 6

∫

Xδ

|fn − f | dµ +
∣∣∣

∫

X\Xδ

f dµ
∣∣∣+

+
∣∣∣

∫

X\Xδ

fn dµ
∣∣∣ 6 ε

3µ(X)
µ(Xδ) +

ε

3
+

ε

3
6 ε.

â ñèëó (1.17.2) � (1.17.3). ⊗
Ñëåäñòâèå 1.17.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x)

ï.â.−−−→
n→∞

f(x) è
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0, ÷òî |fn| 6 M, òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåí�
ñòâî (1.17.2).

Óïð àæí å í è å 26.

Òåîðåìà 1.17.2 (Áåïïî Ëåâè). Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîñòðàí�
ñòâî ñ ìåðîé è (fn)

∞
n=1, f1(x) 6 f2(x) 6 . . . � ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé è ïóñòü
ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî

∫

X

fn(x) dµ 6 C äëÿ âñåõ n ∈ N. (1.17.4)

Òîãäà ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
•f(x) = lim fn(x);
•f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;
• ∫

X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè òåîðåìó ìîæíî äî�
êàçûâàòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) > 0, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü gn(x) = fn(x) − f1(x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû è
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé.

Çàôèêñèðóåì x è ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
fn(x)

)
, êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ïîêàæåì,

÷òî ïðåäåë åå ïî÷òè âñþäó êîíå÷åí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî,
ãäå lim

n→∞
fn(x) = +∞. Òîãäà

E =
⋂

N

⋃
n

E(N)
n , E(N)

n = {x ∈ X : fn(x) > N}.
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

µ(E(N)
n ) 6 1

N

∫

X

fn(x) dµ 6 C

N
.

Ïîñêîëüêó E
(N)
1 ⊂ E

(N)
2 ⊂ . . . ⊂ E

(N)
n , òî

µ
(⋃

n

E(N)
n

)
= lim

n→∞
µ(E(N)

n ) 6 C

N
,

à
µ(E) = lim

N→∞
lim
n→∞

µ(E(N)
n ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ(E) = 0.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ïî�

÷òè âñþäó èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë f(x). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíê�
öèÿ f(x) ñóììèðóåìà è âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà (1.17.1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.17.1. Ïóñòü
ϕ(x) = k, k = 1,2, . . . , åñëè x ∈ Ak, ãäå

Ak = {x ∈ X : k − 1 6 f(x) < k}.

Òîãäà fn(x) 6 f(x) 6 ϕ(x). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ϕ ñóììèðóåìà,
ò. å. ðÿä

∞∑
k=1

kµ(Ak) ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñóììû ýòîãî ðÿäà
m∑

k=1
kµ(Ak) è ïîêàæåì, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Bm =
m⊔

k=1
Ak, òîãäà

m∑

k=1

kµ(Ak) =

∫

Bm

f(x) dµ.

Íà ìíîæåñòâàõ Bm fn(x) 6 ϕ(x) = m è ïîýòîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà
Ëåáåãà 1.17.1 ∫

Bm

ϕ(x) dµ = lim
n→∞

∫

Bm

fn(x) dµ 6 C.
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Íî ϕ(x) 6 f(x) + 1 è òîãäà
∫

Bm

ϕ(x) dµ 6
∫

Bm

(
f(x) + 1

)
dµ 6 C + µ(X).

Çíà÷èò ðÿä
∞∑

k=1
kµ(Ak) ñõîäèòñÿ, ϕ ñóììèðóåìà è

∞∑

k=1

kµ(Ak) =

∫

X

ϕ(x) dµ.

Óñëîâèå ìîíîòîííîãî íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè ìîæíî çàìåíèòü íà
óñëîâèå ìîíîòîííîãî íåâîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè. ⊗

Ñëåäñòâèå 1.17.2. Ïóñòü ϕn(x) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà�
òåëüíûõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé è ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

∫

X

ϕn(x) dµ (1.17.5)

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî÷òè âñþäó íà X ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1
ϕn(x), ò. å.

•ϕ(x) =
∞∑

n=1
ϕn(x);

• ∫
X

ϕ(x)) dµ =
∞∑

n=1

∫
X

ϕn(x) dµ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì
∞∑

n=1
ϕn(x) è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.17.2. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.17.1. Åñëè óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ϕn íå âûïîë�
íåíî, òî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðÿä (1.17.5) ñõîäèëñÿ àáñî�
ëþòíî.

Ñëåäñòâèå 1.17.2 äàåò âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ðÿä
èç ñóììèðóìûõ ôóíêöèé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûé ñõî�
äèòñÿ ïî÷òè âñþäó.
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Ïðèì å ð 28. Âû÷èñëèì
∫

[0,1]
x−1/2 dµ ïî òåîðåìå 1.17.2. Äëÿ ýòîãî

ïîñòðîèì ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ
ôóíêöèé

fn(x) =

{
x−1/2, ïðè 1/n 6 x 6 1,

0, ïðè 0 6 x < 1/n.

Òîãäà fn � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðó�
åìûõ ôóíêöèé, ïðåäåë êîòîðîé ïî÷òè âñþäó ðàâåí x−1/2, êðîìå òîãî

∫

[0,1]

fn(x) dµ =

1∫

1/n

x−1/2 dx = 2− 1√
n

6 2.

Ïîýòîìó
∫

[0,1]

x−1/2 dµ = lim
n→∞

∫

[0,1]

fn(x) dµ = lim
n→∞

(2− 1√
n

) = 2.

Óïð àæí å í è å 27. Ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà 1.16.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåî�
ðåìû Áåïïî Ëåâè.

Òåîðåìà 1.17.3 (Ôàòó). Ïóñòü (X,Σ,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìå�
ðîé è (fn)

∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñóììèðóåìûõ

ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
•fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó íà X;
• ∫

X

fn(x) 6 C äëÿ âñåõ n ∈ N.
Òîãäà
•f ñóììèðóåìà;
• ∫

X

f(x) dµ 6 C.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, ïîñòðîèì íî�
âóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕn(x) = inf
k>n

fk(x).

Ôóíêöèè ϕn(x) ïðè êàæäîì n ∈ N èçìåðèìû, òàê êàê

Ac = {x : ϕn < c} =
⋃

k>n

{x : fk(x) < c},
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ò. å. Ac ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(x) ìîíîòîííî íåóáûâàåò, ϕn(x) −−−→

n→∞
f(x)

è ϕn(x) 6 fn(x). Äàëåå
∫

X

ϕn(x) dµ 6
∫

X

fn(x) dµ 6 C.

Ïðèìåíèì ê ϕn òåîðåìó Áåïïî � Ëåâè è ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäå�
íèå. ⊗

Çàìå÷àíèå 1.17.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû Ôàòó, òî íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî

∫

X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫

X

fn(x) dµ.

Ïðèì å ð 29. Ïóñòü

fn(x) =

{
n− n2x, ïðè 0 6 x 6 1/n,

0, äëÿ îñòàëüíûõ x.

Íà [0,1] fn(x) → 0 ïîòî÷å÷íî è
∫

[0,1]
fn(x) dµ = 1/2, íî

0 =

∫

[0,1]

f(x) dµ 6= lim
n→∞

∫

[0,1]

fn(x) dµ = 1/2.

Â îáùèõ ÷åðòàõ îñòàíîâèìñÿ íà èíòåãðàëå Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó
ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë
Ëåáåãà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.

Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé. Ïî îïðåäåëåíèþ
σ - êîíå÷íîé ìåðû ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç�
ìåðèìûõ ìíîæåñòâ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . , äëÿ êîòîðûõ µ(An) < +∞ äëÿ
âñåõ n ∈ N è X =

∞⋃
n=1

An.

Îïð å ä å ë å í è å 1.17.1. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f, çàäàííàÿ íà ìíî�
æåñòâå ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé µ, íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà X, åñëè
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îíà ñóììèðóåìà íà êàæäîì An è

lim
n→∞

∫

An

f(x) dµ

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An.
Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè f è îáîçíà÷à�
åòñÿ òàê

∫
X

f(x) dµ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî X ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé ìî�
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðå�
ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Xk, ò. å.

X =
∞⋃

k=1

Xk, µ(Xk) < ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà X,
åñëè ðÿä

∞∑

k=1

∫

Xk

f(x) dµ

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Èíòåãðàëîì Ëåáåãà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ñóììà
ýòîãî ðÿäà, ò. å. ∫

X

f(x) dµ =
∞∑

k=1

∫

Xk

f(x) dµ.

Çàìå÷àíèå 1.17.3. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîñòîé ôóíêöèè
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ïðîñòðàíñòâå ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé, îäíà�
êî äëÿ ñóììèðóåìîñòè ïðîñòîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäîå
îòëè÷íîå îò íóëÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå îíà ïðèíèìàëà íà ìíîæåñòâå
êîíå÷íîé ìåðû.

Âñå ñâîéñòâà, óñòàíîâëåííûå äëÿ èíòåãðàëîâ Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó
êîíå÷íîé ìåðû, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è ïî ìíîæåñòâó σ - êîíå÷íîé
ìåðû, âêëþ÷àÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Îäíàêî îãðàíè÷åííàÿ
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ñóììèðóåìîé. Â ÷àñòíîñòè,
îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîíñòàíòà íå ñóììèðóåìà íà R.
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Ïðèì å ð 30. Ïóñòü X = [0,∞). Âû÷èñëèì

lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫

X

e−nxx−1/2 dµ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = e−nxx−1/2, |fn(x)| 6 ϕ(x)
ïî÷òè âñþäó äëÿ âñåõ n ∈ N, ãäå ϕ(x) = e−xx−1/2. Ôóíêöèÿ ϕ(x) èíòå�
ãðèðóåìà íà X. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî fn(x) → 0 ïî÷òè âñþäó, âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå 1.17.1, ïîëó÷èì

I = lim
n→∞

∫

X

e−nxx−1/2 dµ =

∫

X

lim
n→∞

e−nxx−1/2 dµ = 0.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü èçìåðèìàÿ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà, è

ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû A > 0 è α > 0, ÷òî

µ{x ∈ X : |f(x)| > ε} <
A

εα
äëÿ ε > 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà.
2. Ïóñòü fn : X → R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíê�

öèé, ñõîäÿùèõñÿ ïî ìåðå µ ê ôóíêöèè f : X → R. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ϕ ñïðàâåäëèâî ðàâåí�
ñòâî ∫

X

ϕ[f(x)] dµ = lim
n→∞

∫

X

ϕ[fn(x)] dµ.

3.Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó (0,∞) îò ôóíêöèé:
à) f(x) = e−[x]; á) f(x) = 1

[x+1][x+2] ; â) f(x) = 1
[x]! , ãäå [x] � öåëàÿ

÷àñòü x.
4. Ïóñòü (fn)

∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ íà ìíîæåñòâå

ñ σ - êîíå÷íîé ìåðîé ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî fn ⇒ f íà X. Âñåãäà ëè f
ñóììèðóåìà íà X.

1.18 Ñðàâíåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà
Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ýòó ñâÿçü â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 1.18.1. Åñëè äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå [a, b],

ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà
b∫
a

f(x) dx, òî îíà ñóì�
ìèðóåìà è

∫

[a,b]

f(x) dµ =

b∫

a

f(x) dx.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì âåðõíþþ è íèæíþþ ñóììû Äàðáó
äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà. Äëÿ ýòîãî îòðåçîê [a,b] ðàçáèâàåì íà n ÷àñòåé
òî÷êàìè äåëåíèÿ

xk = a +
k

n
(b− a), 0 6 k 6 n.

Ïóñòü

Mnk = sup
xk−16x<xk

f(x), mnk = inf
xk−16x<xk

f(x). (1.18.1)

Òîãäà âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó Sn è íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó Sn îïðåäåëÿ�
þòñÿ ðàâåíñòâàìè

Sn =
n∑

k=1

Mnk
b− a

n
, Sn =

n∑

k=1

mnk
b− a

n
. (1.18.2)

Ïîñòðîèì ïðîñòûå ôóíêöèè

fn(x) = Mnk, åñëè xk−1 6 x < xk,

fn(x) = mnk, åñëè xk−1 6 x < xk.
(1.18.3)

Òîãäà
Sn =

∫

[a,b]

fn(x) dµ, Sn =

∫

[a,b]

fn(x) dµ. (1.18.4)

Ñ ðîñòîì n îòðåçîê [xk−1, xk] â (1.18.1) óìåíüøàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
inf óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííî âîçðàñ�
òàåò, àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, ò. å.

fn(x) 6 fn+1(x), fn(x) > fn+1(x). (1.18.5)



1.18. Ñðàâíåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà 101

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
fn(x) 6 f(x), fn(x) > f(x), (1.18.6)

ïðèõîäèì ê ïðåäåëàì
lim
n→∞

fn(x) = f(x) 6 f(x); lim
n→∞

fn(x) = f(x) > f(x). (1.18.7)

Òàê êàê
|fn(x)| 6 sup

x
|f(x)|, |fn(x)| 6 sup

x
|f(x)|, (1.18.8)

òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå çàêëþ÷àåì, ÷òî â (1.18.7)
f(x) è f(x) � ñóììèðóåìû. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

[a,b]

f(x) dµ = lim
n→∞

∫

[a,b]

fn(x) dµ = lim
n→∞

Sn,

∫

[a,b]

f(x) dµ = lim
n→∞

∫

[a,b]

fn(x) dµ = lim
n→∞

Sn.

(1.18.9)

Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, ïîýòîìó â (1.18.9) ïðàâûå ÷àñòè
ñîâïàäàþò è

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn =

b∫

a

f(x) dx.

Ïîýòîìó èç (1.18.7) èìååì

lim
n→∞

∫

[a,b]

(
fn(x)− fn(x)

)
dµ =

∫

[a,b]

(
f(x)− f(x)

)
dµ = 0.

Òîãäà f(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó. Íî èç (1.18.6) f(x) 6 f(x) 6 f(x) è
f(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó. Çíà÷èò, f(x) � ñóììèðóåìà è

∫
[a,b]

f(x) dµ. ⊗
Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a,b) è èíòåãðè�

ðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [a,b− ε]. Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü
èäåò î íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå Ðèìàíà II ðîäà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò�
ñÿ ïî ôîðìóëå

b∫

a

f(x) dx = lim
ε→0

b−ε∫

a

f(x) dx, (1.18.10)
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åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.
Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà íàçûâàþò àáñîëþòíî ñõîäÿùèì�

ñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)| dx.

Òåîðåìà 1.18.2. Äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà Ðèìàíà II ðîäà

b∫
a

f(x) dx íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî�
áû f áûëà ñóììèðóåìîé íà [a,b]. Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

b∫

a

f(x) dx =

∫

[a,b]

f(x) dµ. (1.18.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü
b∫
a

|f(x)| dx < +∞. Ïî�
ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N

fn(x) = f(x) · χ[a,b−1/n](x),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |fn| = |f |n, íå óáûâàåò è lim
n→∞

|fn(x)| =
= |f(x)| äëÿ âñåõ x ∈ [a,b). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Áåïïî Ëåâè è
òåîðåìîé îá ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèÿõ, ïîëó÷èì

∫

[a,b]

|f(x)| dµ = lim
n→∞

∫

[a,b]

|fn(x)| dµ = lim
n→∞

∫

[a,b−1/n]

|f(x)| dµ =

= lim
n→∞

b−1/n∫

a

|f(x)| dx =

b∫

a

|f(x)| dx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∫

[a,b]
|f(x)| dµ < +∞ è f � ñóììèðóåìà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ öåïî÷êó â îáðàòíîì ïî�
ðÿäêå. Âèäíî, ÷òî èç ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè f âûòåêàåò êîíå÷íîñòü

èíòåãðàëà
b∫
a

|f(x)| dx. Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî (1.18.11). Ïîñêîëü�
êó lim

n→∞
fn(x) = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [a,b) è |fn(x)| 6 |f(x)|, ïðè÷åì
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f ñóììèðóåìà, òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå,
ïîëó÷àåì

∫

[a,b]

f(x) dµ = lim
n→∞

∫

[a,b]

fn(x) dµ = lim
n→∞

∫

[a,b−1/n]

f(x) dµ =

= lim
n→∞

b−1/n∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(x) dx.

⊗
Ðàññìîòðèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íîé ìåðû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a, + ∞) è èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå [a,b]. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
Ðèìàíà ïî ïðîìåæóòêó [a, +∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë

+∞∫

a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫

a

f(x) dx. (1.18.12)

Åñëè ïðåäåë â (1.18.12) êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâà�
þò ñõîäÿùèìñÿ; åãî íàçûâàþò àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ
èíòåãðàë

+∞∫
a

|f(x)| dx.

Òåîðåìà 1.18.3. Äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà Ðèìàíà I ðîäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
f áûëà ñóììèðóåìà íà [a, + ∞). Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

+∞∫

a

f(x) dx =

∫

[a,+∞)

f(x) dµ.

Ïðèì å ð 31. Âûÿñíèì, ñóììèðóåìà ëè íà îòðåçêå [0,1] ôóíêöèÿ

f(x) =
1

x
sin

1

x
.

èç òåîðåìû 1.18.2 âûòåêàåò, ÷òî f ñóììèðóåìà, åñëè ñõîäèòñÿ àáñî�
ëþòíî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà II âòîðîãî ðîäà îò ôóíêöèè f.
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäÿùèéñÿ.
1∫

0

1

x

∣∣sin 1

x

∣∣∣ dx =
[1

x
= y

]
=

∞∫

1

| sin y|
y

∣∣dy >

∞∫

1

sin2 y

y

∣∣ dy =

=

∞∫

1

1

2y
dy −

∞∫

1

cos 2y

y
dy = I1 + I2.

èíòåãðàë I1 ðàñõîäèòñÿ, à I2 ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Ñëåäîâà�
òåëüíî, ôóíêöèÿ f íå ñóììèðóåìà ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [0,1].

Çàäà÷è
1. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∞∫

0

e−xxα−1 dµ = lim
n→∞

n∫

0

(
1− x

n

)n

xα−1 dx, (α > 0).

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β ôóíêöèÿ

f(x) = xα sin xβ, x ∈ (0,1] :

à) ñóììèðóåìà;
á) íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó?
3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β ôóíêöèÿ

f(x) = xα cos xβ, x ∈ [1, +∞) :

à) ñóììèðóåìà;
á) íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó?


