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3. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ

3.1. Ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû (îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ)

Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è ïóñòü
ìíîæåñòâî D(A) ⊆ X. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ D(A) ïîñòàâëåí â
ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé ýëåìåíò y ∈ Y, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí îïåðà�
òîð A è y = Ax. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî D(A) íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäå�
ëåíèÿ îïåðàòîðà A. Ìíîæåñòâî R(A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ D(A), y = Ax}
íàçûâàþò îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
èçó÷àòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïîñòîÿííî âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíè�
ÿõ. Ê òîìó æå òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ öåëûì ðÿäîì
õîðîøèõ ñâîéñòâ, ðàçðàáîòàíà çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì òåîðèÿ íåëèíåé�
íûõ îïåðàòîðîâ.

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.1. Îïåðàòîð A : X → Y ñ îáëàñòüþ îïðåäå�
ëåíèÿ D(A) ⊆ X íàçûâàþò ëèíåéíûì, åñëè:
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) îïåðàòîðà A � ëèíåéíîå ìíîãîîáðà�

çèå, ò. å. åñëè x,y ∈ D(A), òî αx + βy ∈ D(A) äëÿ âñåõ ñêàëÿðîâ
α, β ∈ K;

2) A(αx + βy) = αAx + βAy äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x,y ∈ D(A) è
ëþáûõ ñêàëÿðîâ α,β ∈ K.

Ëåììà 3.1.1. Îáëàñòü çíà÷åíèé âñÿêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y1, y2 ∈ R(A) è α,β � ïðîèçâîëüíûå ñêà�
ëÿðû èç ïîëÿ K. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x1 ∈ D(A) � ïðîîáðàç y1, è
x2 ∈ D(A) � ïðîîáðàç y2, òîãäà Ax1 = y1, Ax2 = y2. Ó÷èòûâàÿ ëèíåé�
íîñòü îïåðàòîðà A, ïîëó÷èì

αy1 + βy2 = αAx1 + βAx2 = A(αx1 + βx2).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò αx1 + βx2 ∈ D(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì
ýëåìåíòà αy1 + βy2, ò. å. ïîñëåäíèé ïðèíàäëåæèò R(A). ⊗

Ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå âàæíû äâà ñëó÷àÿ çàäàíèÿ ëèíåéíûõ îïå�
ðàòîðîâ:
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1) D(A) = X, ò. å. îïåðàòîð A çàäàí âñþäó â íîðìèðîâàííîì ïðî�
ñòðàíñòâå X;

2) D(A) = X, ò. å. îïåðàòîð A çàäàí ïëîòíî â X.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå áóäåò îãîâîðåíî îñîáî, ìû áóäåì ðàññìàò�
ðèâàòü ëèøü òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåïðå�
ðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè Ax → Ax0 ïðè x → x0, ò. å. äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ‖x− x0‖X < δ, âûïîëíÿåòñÿ ‖Ax− Ax0‖Y < ε.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóäèòü î íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàç�
ëè÷íûõ òî÷êàõ x0 ∈ X ìîæíî ïî íåïðåðûâíîñòè åãî â íóëå ïðîñòðàí�
ñòâà X.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðî�
ñòðàíñòâà, A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîé�
ñòâà îïåðàòîðà A ýêâèâàëåíòíû:
1) îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â òî÷êå x = 0;
2) îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà X;
3) îïåðàòîð A ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 2) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 2) ⇒ 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
òî÷êà x0 ∈ X è îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â x0, òîãäà ‖Ax − Ax0‖Y → 0
ïðè ‖x − x0‖X → 0. Òîãäà ‖A(x − x0)‖Y → 0 ïðè ‖x − x0‖X → 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç z = x − x0. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî
‖Az‖Y → 0 ïðè ‖z‖X → 0, ò. å. îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â íóëå.

1) ⇒ 3). Ïóñòü A íåïðåðûâåí â íóëå. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð A
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ x,y ∈ X òàêèõ, ÷òî ‖x− y‖X < δ, èìååì ‖Ax−Ay‖Y < ε,
èëè ‖A(x− y)‖Y < ε. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç z = x− y, âèäèì, ÷òî ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê íåïðåðûâíîñòü â íóëå. ⊗

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè�
÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî îãðàíè÷åííîñòè ‖Ax‖Y 6 c‖x‖X .

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò êàæäîå îãðàíè�
÷åííîå ìíîæåñòâî â X â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Y.
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Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðî�
ñòðàíñòâà, A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A íåïðåðûâåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A îãðàíè÷åí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð A íåïðåðûâåí
â ïðîñòðàíñòâå X, òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.1 îí íåïðåðûâåí â íóëå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε), ÷òî ∀x : ‖x‖X < δ(ε) âû�
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ax‖Y < ε. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
x ∈ X, x 6= 0, è ïîñòðîèì ýëåìåíò y =

δx

2‖x‖ . Ïîñêîëüêó ‖y‖X < δ, òî

‖Ay‖Y < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Ay‖Y 6 2ε

δ
‖x‖X . Òàêèì îáðàçîì, ñóùå�

ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c =
2ε

δ
, ÷òî ‖Ax‖Y 6 c‖x‖X äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, ò. å. ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî ‖Ax‖Y 6 c‖x‖X äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Òîãäà A
íåïðåðûâåí â íóëå è ïî òåîðåìå 3.1.1 íåïðåðûâåí. ⊗

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.4. Ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, äëÿ êîòî�
ðûõ Ax = 0, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ
KerA.

Òåîðåìà 3.1.3. ßäðî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà
A : X → Y ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßäðî îïåðàòîðà A,KerA = {x ∈ X : Ax = 0},
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â X, åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó�
òîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå x,y ∈ KerA è
α, β ∈ K, òîãäà αx + βy ∈ KerA, òàê êàê A(αx + βy) = αAx + βAy =
= α · 0 + β · 0 = 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ KerA, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â
X ê ýëåìåíòó x0. Ïîêàæåì, ÷òî x0 ∈ KerA. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
îïåðàòîðà A èìååì Axn −→ Ax0 ïðè xn −→ x0, íî Axn = 0, ïîýòîìó è
Ax0 = 0, ò. å. x0 ∈ KerA. ⊗

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A è çàïèøåì óñëî�
âèå îãðàíè÷åííîñòè â âèäå ‖Ax‖Y

‖x‖X
6 c, èëè, îáîçíà÷èâ ÷åðåç x0 =

x

‖x‖ ,
áóäåì èìåòü ‖Ax0‖ 6 c äëÿ ‖x0‖ = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò c â íåðàâåíñòâå îãðàíè�
÷åííîñòè åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà {‖Ax‖ : ‖x‖ = 1},

inf c = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.5. Íàçîâåì íîðìîé ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà íàèìåíüøóþ èç êîíñòàíò îãðàíè÷åííîñòè,

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖Y

‖x‖X
.

Îïð å ä å ë å í è å 3.1.6. Íîðìà ‖A‖ íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x0 ∈ X, ÷òî

‖Ax0‖Y = ‖A‖‖x0‖X .

Çàäà÷è
1. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y � ëèíåé�

íûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Âñåãäà ëè R(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí�
ñòâîì â Y ? Ïðèâåñòè ïðèìåðû.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íåïðåðûâåí â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî {x ∈ X : ‖Ax‖Y < 1} èìååò
âíóòðåííèå òî÷êè.

3. Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y òàêîé ëè�
íåéíûé îïåðàòîð, ÷òî ìíîãîîáðàçèå R(A) ⊂ Y êîíå÷íîìåðíî. Ñëåäóåò
ëè îòñþäà, ÷òî A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð?

4. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y òàêîé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî åãî ÿäðî Ker(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
â X. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð?

5. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò x ∈ H, ÷òî ‖Ax‖H = ‖A‖ · ‖x‖H .

3.2. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âûøåóêàçàííûõ îïåðàòîðîâ ñëóæàò íó�

ëåâîé è òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Íóëåâîé îïåðàòîð êàæäûé ýëåìåíò
x ïðîñòðàíñòâà X ïåðåâîäèò â íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y , ò. å.
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0x = 0. Îí èìååò, î÷åâèäíî, íóëåâóþ íîðìó. Îïåðàòîð I, ïåðåâîäÿùèé
êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì.
Åãî íîðìà ðàâíà åäèíèöå.

Ïåðåéäeì ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå îáùèõ ïðèìåðîâ.

Ïðèì å ð 1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé
ïðîñòðàíñòâî Rn ñ áàçèñîì e1, . . . , en â ïðîñòðàíñòâî Rm ñ áàçèñîì
f1, . . . , fm. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Rn, òîãäà

x =
n∑

i=1

xiei, Ax = A
( n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiAei.

Ðàçëîæèì âåêòîð Aei ∈ Rm ïî áàçèñó f1, . . . , fm ïðîñòðàíñòâà Rm.
Ïîëó÷èì

Aei =
m∑

k=1

akifk.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿòñÿ ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè aki, (k = 1,2, . . . ,m;
i = 1,2, . . . ,n), ñòîëáöàìè êîòîðîé ñëóæàò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
Ae1,Ae2, . . . ,Aen îòíîñèòåëüíî áàçèñà f1, . . . , fm. Î÷åâèäíî, ÷òî â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí.

Ïðèì å ð 2. Ïóñòü X = Y = l2, (αi)
∞
i=1 � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ êàæäîãî x(x1,x2, . . . ,xi, . . .) ∈ l2 ïîëîæèì
Ax = (α1x1, . . . ,αixi, . . .) ∈ l2.

Ëèíåéíîñòü äàííîãî îïåðàòîðà î÷åâèäíà. Îãðàíè÷åííîñòü âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

‖Ax‖2
l2

=
∞∑
i=1

|αixi|2 6 sup
i
|αi|

∞∑
i=1

|xi|2 = c2‖x‖2
l2
,

ò. å. ‖A‖ 6 sup
i
|αi| = c.

Ïðèì å ð 3. Ïóñòü X = Y = C[a,b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
x(t) ∈ C[a,b] ïîëîæèì

y(t) = Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds, (2.1)
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ãäå K(t,s) � ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ�
íîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííûì t,s.

Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü K(t,s), ëåãêî ïîêàçàòü
íåïðåðûâíîñòü y(t). Çíà÷èò, îïåðàòîð A çàäàåò îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí�
ñòâà C[a,b] â ñåáÿ. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì
Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì.

Òåîðåìà 3.2.1. Ôîðìóëà (2.1) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åí�
íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] ïðè÷åì

‖A‖ = max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)|ds. (2.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà (2.1) âûòåêàåò èç ñëåäóþ�
ùèõ ðàâåíñòâ:

A(αx + βy) =

b∫

a

K(t,s)
(
αx(s) + βy(s)

)
ds =

= α

b∫

a

K(t,s)x(s) ds + β

b∫

a

K(t,s)x(s) ds.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
îïðåäåëåíèåì îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà è îöåíèì íîðìó

‖Ax‖C[a,b] = max
a6t6b

|
b∫

a

K(t,s)x(s)ds| 6 max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)| max
s∈[a,b]

|x(s)|ds =

= max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)| ds‖x‖C[a,b].

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà îïåðàòîðà A óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖A‖ 6 max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)| ds = c.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êîíñòàíòà c â óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè
íàèìåíüøàÿ. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

k(t) =

b∫

a

K(t,s) ds, t ∈ [a,b],

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ [a,b]:

max
a6t6b

b∫

a

K(t,s)ds =

b∫

a

K(t0,s) ds.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.
Ïóñòü K(t0,s) íà îòðåçêå [a,b] çíàêà íå ìåíÿåò, òîãäà ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ x0(s) = signK(t0,s), äëÿ êîòîðîé

‖A‖ > ‖Ax0‖
‖x0‖ = max

a6t6b
|

b∫

a

K(t,s)x0(s)ds| = max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)|ds =

=

b∫

a

|K(t0,s)|ds = c.

Åñëè K(t0,s) ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [a,b], òî ðàññìîòðèì íåïðå�
ðûâíóþ ôóíêöèþ xh(s) � ñðåäíþþ ïî Ñòåêëîâó, êîòîðàÿ â ñðåäíåì
àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ x0(s) = signK(t0,s). Òîãäà

‖A‖ > lim
h→0

|
b∫

a

K(t0,s)xh(s)ds| =
b∫

a

|K(t0,s)|ds = c.

⊗
Ïðèì å ð 4. Â ïðèìåðå 3 â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ÿäðà K(t,s) âîçü�

ìåì ôóíêöèþ x(t) ∈ Lp[a,b], p > 1. Òîãäà ôóíêöèÿ y(t) áóäåò îïðåäåëå�
íà è ïî÷òè âñþäó êîíå÷íà íà îòðåçêå [a,b]. Â ñàìîì äåëå, ïðè ëþáîì t0
K(t0,s) íåïðåðûâíà ïî s ∈ [a,b], çíà÷èò, èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà. Ïóñòü
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|K(t0,s)| 6 M. Ïî óñëîâèþ x(s) ñóììèðóåìà, ïîýòîìó èíòåãðàë

y(t0) =

b∫

a

K(t0,s)x(s)ds

îïðåäåëåí è êîíå÷åí:

|y(t0)| 6
b∫

a

|K(t0,s)||x(s)|ds 6 M‖x‖L1[a,b].

Ïîêàæåì, ÷òî y(t) ∈ C[a,b]. Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü
ÿäðà, áóäåì èìåòü

|y(t)− y(t′)| 6
b∫

a

|K(t,s)−K(t′,s)|‖x‖ds → 0

ïðè t → t′. Òàêèì îáðàçîì, A : Lp[a,b] → C[a,b]. Ïðè ýòîì

‖Ax‖C[a,b] = max
a6t6b

∣∣∣
b∫

a

K(t,s)x(s) ds
∣∣∣ 6 max

a6t6b

b∫

a

|K(t,s)||x(s)| ds 6

6 M‖x‖L1[a,b] 6 M(b− a)1/q‖x‖Lp[a,b].

Ïðèì å ð 5. Ïóñòü òåïåðü â (2.1) ôóíêöèÿ K(t,s) èçìåðèìà. Òîãäà
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ íà íåå óñëîâèÿõ ïðè ëþáîé x(t) ∈ C[a,b] ôîðìóëà
(2.1) çàäàåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Ñôîðìóëèðóåì ýòè óñëîâèÿ.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü â (2.1) ôóíêöèÿ K(t,s) èçìåðèìà è óäîâëå�
òâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî
b∫
a

|K(t,s)| ds 6 c äëÿ
âñåõ t ∈ [a,b];

2) äëÿ ëþáîãî t1 ∈ [a,b]
b∫
a

|K(t1,s)−K(t,s)| ds −→ 0 ïðè t1 → t.

Òîãäà èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (2.1) îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå
C[a,b].
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî y ∈ C[a,b]. ⊗
Ïðèì å ð 6. Ïóñòü X = Y = L2[a,b]. Âíîâü ðàññìîòðèì îïåðàòîð

(2.1), íî òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÿäðî K(t,s) èíòåãðèðóåìî ñ
êâàäðàòîì â ïðÿìîóãîëüíèêå [a,b]× [a,b] :

b∫

a

b∫

a

|K(t,s)|2 ds dt = M 2 < ∞. (2.3)

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü K(t,s) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è âûïîëíåíî
óñëîâèå (2.3). Òîãäà ôîðìóëà (2.1) îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (2.1) îïðåäåëÿåò îãðà�
íè÷åííûé îïåðàòîð. Èñïîëüçóåì â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâî Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî:

‖Ax‖2
L2[a,b] =

b∫

a

∣∣∣∣
b∫

a

K(t,s)x(s)ds

∣∣∣∣
2

dt 6

6
b∫

a

b∫

a

|K(t,s)|2dsdt ·
b∫

a

|x(s)|2ds = c2‖x‖2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ‖A‖ 6 M. ⊗
Ïðèì å ð 7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü X = C1[0,π] è ‖x‖X = max
a6t6b

|x(t)|,Y = C[0,π]. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

d

dt
: C1[0,π] → C[0,π].

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå X = C1[0,π] ñ íîð�
ìîé ïðîñòðàíñòâà C[0,π] íåîãðàíè÷åí, òàê êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xn(t) = sin(nt), n = 1,2, . . . , ñ íîðìîé ‖xn‖ = 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå

‖Axn‖ = ‖n cos(nt)‖ = n max
06t6π

| cos(nt)| = n →∞.
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Çàäà÷è
1. Â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñî

ñëàáîïîëÿðíûì ÿäðîì âèäà

Ax(t) =

b∫

a

K0(t,s)

|t− s|γ x(s)ds,

ãäå K0(t,s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî t è s, 0 < γ < 1. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 3.2.2, äîêàçàòü åãî îãðàíè÷åííîñòü.

2. Ïóñòü A : C[a,b] → C[a,b] è Ax(t) = x(t)m(t), ãäå m(t) ∈ C[a,b].
Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ. Âû÷èñëèòü åãî íîðìó.

3.3. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, A,B, . . . �

ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, îòîáðàæàþùèå X â Y, ìíîæåñòâî
êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç B(X,Y ).

Òåîðåìà 3.3.1. Ìíîæåñòâî B(X,Y ) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì â B(X,Y ) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îïåðà�
òîðîâ è óìíîæåíèÿ îïåðàòîðà íà ñêàëÿð. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

(A + B)x = Ax + Bx, (αA)x = αAx.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðû A+B è αA ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è îãðà�
íè÷åííûìè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå öåïî÷êè:

(A + B)(αx + βy) = A(αx + βy) + B(αx + βy)

=αAx + βAy + αBx + βBy = α(A + B)x + β(A + B)y;

‖(A+B)x‖ = ‖Ax+Bx‖ 6 (‖A‖+‖B‖)x, ò. å. ‖A+B‖ 6 ‖A‖+‖B‖;
‖αAx‖ 6 |α|‖A‖‖x‖, ò. å. ‖αAx‖ 6 |α|‖A‖.

Òåïåðü êàæäîìó ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó A ∈ B(X,Y )
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ‖A‖ ïî ôîðìóëå

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖Y

‖x‖ . (3.1)
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Ïîëó÷èì íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî B(X,Y ). ⊗
Êàê è âî âñÿêîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, â B(X,Y ) ìîæíî

ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)
∞
n=1 ⊂ B(X,Y ).

Îïð å ä å ë å í è å 3.3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü îïåðàòîðîâ An ∈ B(X,Y ) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê îïåðàòîðó
A ∈ B(X,Y ), åñëè

‖An − A‖ → 0 ïðè n →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå�
ðàòîðîâ An ∈ B(X,Y ) � ýòî ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà B(X,Y ).

Òåîðåìà 3.3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòî�
ðîâ An ∈ B(X,Y ) ñõîäèëàñü ê îïåðàòîðó A ∈ B(X,Y ) ðàâíîìåðíî,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Anx ⇒ Ax ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî
ïî x â øàðå ‖x‖ 6 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó æå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

‖Anx− Ax‖ 6 ‖An − A‖ · ‖x‖ 6 ‖An − A‖,
ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáûõ x ∈ X ñ ‖x‖ 6 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε)
òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N(ε) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖Anx− Ax‖ 6 ε

2
äëÿ âñåõ ‖x‖ 6 1.

Îòñþäà
sup
‖x‖61

‖Anx− Ax‖ 6 ε

2
< ε.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû âûòåêàåò, ÷òî

‖An − A‖ < ε äëÿ âñåõ n > N(ε), ò. å. ‖An − A‖ → 0 ïðè n →∞.

⊗
Ñëåäñòâèå 3.3.1. Ïóñòü An ⇒ A ïðè n → ∞ è M ⊂ X � ïðîèç�

âîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Anx ⇒ Ax ïðè n → ∞ íà
ìíîæåñòâå M.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ îñíîâàíî íà òîì, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå åùå îäèí òèï ñõîäèìîñòè.

Îïð å ä å ë å í è å 3.3.2. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An) ⊂ B(X,Y ) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê
îïåðàòîðó A, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ‖Anx− Ax‖Y → 0 ïðè n →∞.

çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî,
òî îíà áóäåò ñèëüíî ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûòåêàåò ñðàçó èç
îöåíêè

‖Anx− Ax‖ = ‖(An − A)x‖ 6 ‖An − A‖‖x‖.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An), êî�

òîðàÿ ðàâíîìåðíî íå ñõîäèòñÿ.

Ïðèì å ð 8. Â ïðîñòðàíñòâå `2 ðàññìîòðèì ïîëíóþ îðòîíîðìèðî�
âàííóþ ñèñòåìó {ei}∞i=1. Òîãäà ïî òåîðåìå î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ `2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå x =

∞∑
i=1

Ciei,

Ci = (x,ei)`2, à
n∑

i=1
Ciei ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ ýëåìåíòà x íà ïîä�

ïðîñòðàíñòâî Ln = L{
(e1, . . . ,en)

}
. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Pn, êîòîðûé

êàæäîìó x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî ïðîåêöèþ Pnx íà ïîäïðîñòðàí�
ñòâî Ln. Òîãäà

‖Pnx− x‖2 = ‖
∞∑

i=n+1

Ciei‖2 =
∞∑

i=n+1

‖Ci‖2 6 ‖x‖2,

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖(Pn − I)x‖2 6 ‖x‖2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖(Pn − I)‖ 6 1

è ïðè ýòîì ‖Pnx−x‖ → 0 ïðè n →∞, ïîñêîëüêó
∞∑

i=n+1
‖Ci‖2 ïðåäñòàâ�

ëÿåò ñîáîé îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x = en+1,
òîãäà ‖x‖ = 1 è

‖Pn − I‖ > ‖(Pn − I)x‖ = ‖x‖ = 1,

òàê êàê Pnen+1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Pn − I‖ = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Pn → I ñèëüíî, à ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü îòñóòñòâóåò.
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Â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå�
ðàòîðîâ íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåäåëüíûé îïåðàòîð áûë ëèíåéíûì è
îãðàíè÷åííûì. Îäíàêî, åñëè îïåðàòîðû An ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, òî
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ An(αx+βy) = αAnx+βAny, óáåæäà�
åìñÿ, ÷òî îïåðàòîð A áóäåò ëèíåéíûì. Íî â íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
îïåðàòîð A ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Óïð àæí å í è å 1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îãðàíè�
÷åííûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðàÿ ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê íåîãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó.

Äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå
ïîëíîòû. Âûÿñíèì, êîãäà ïîëíî ïðîñòðàíñòâî B(X,Y ).

Òåîðåìà 3.3.3. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y ïîëíî, òî è ïðîñòðàíñòâî
B(X,Y ) ïîëíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (An)

∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ïðî�

ñòðàíñòâå B(X,Y ). Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ îïåðàòîð A ∈ B(X,Y ) òà�
êîé, ÷òî ‖An − A‖ → 0 ïðè n →∞.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè, äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ m,n > N(ε) ñïðàâåäëè�
âî íåðàâåíñòâî‖An − Am‖ < ε. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ X
è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà (Anx) ⊂ Y. Îíà
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, òàê êàê

‖Anx− Amx‖ = ‖(An − A)m)x‖ 6 ‖An − Am‖ · ‖x‖ 6 ε‖x‖.
Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà Y íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò y ∈ Y, ÷òî
y = lim

n→∞
Anx. Îïðåäåëèì îïåðàòîð A : X → Y, ïîëàãàÿ

Ax = y = lim
n→∞

Anx.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåäåëà îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí. Ïîñêîëüêó (An)

∞
n=1 ÿâëÿ�

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, òî è ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(‖An‖)∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðà�
íè÷åííîé, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ m > 0, ÷òî ‖An‖ 6 m äëÿ âñåõ
n ∈ N. Íî òîãäà

‖Anx‖ 6 ‖A‖‖x‖ 6 m‖x‖ äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïåðåõîäÿ â ÷èñëîâîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì ‖Ax‖ 6 m‖x‖,
ò. å. ‖A‖ 6 m. Òàêèì îáðàçîì, A ∈ B(X,Y ).
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Äàëåå, ïðè m →∞ ‖Anx−Ax‖ 6 ε‖x‖, îòêóäà ‖An −A‖ 6 ε äëÿ
âñåõ n > N(ε). ⊗

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
îïåðàòîðîâ.

Ïðèì å ð 9. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Kn(t,s), íåïðå�
ðûâíûõ íà [a,b] × [a,b], ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè K(t,s). Ðàñ�
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôðåäãîëüìà

Anx(t) =

b∫

a

Kn(t,s)x(s)ds. (3.2)

Îíà áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê èíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s)ds. (3.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü An−A ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ
ÿäðîì Kn(t,s)−K(t,s). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3.2.1

‖An − A‖ = max
a6t6b

b∫

a

|Kn(t,s)−K(t,s)|ds −−−→
n→∞

0.

Ïðèì å ð 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ K(t,s) îïðåäåëåíà äëÿ [0,1]× [0,1] è
èìååò âèä

K(t,s) =
K0(t,s)

|t− s|γ , 0 < γ < 1, (3.4)

ãäå K0(t,s) � íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, ò. å.
ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K(t,s) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîïîëÿðíûì. Ïîêà�
æåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå C[0,1] îïåðàòîð (3.3) ñî ñëàáîïîëÿðíûì ÿäðîì
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.2) ñ ÿäðîì

Kn(t,s) =

{ K0(t,s)
|t−s|γ , |t− s| > 1

n ,

nγK0(t,s), |t− s| < 1
n ,
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Äåéñòâèòåëüíî,

‖An − A‖ = max
06t61

∣∣∣
1∫

0

(Kn(t,s)−K(t,s)
)
ds

∣∣∣ =

= max
06t61

t+ 1
n∫

t− 1
n

∣∣∣K0(t,s)
1

|t− s|γ − nγ
∣∣∣ds 6 C

n1−γ
−−−→
n→∞

0.

Óïð àæí å í è å 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà Y è ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòè Êîøè (An) ⊂ B(X,Y ), êîòîðàÿ íå èìååò ïðåäåëà.

Î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâî B(X,X) =
= B(X). Â ïðîñòðàíñòâå B(X) ïîìèìî ââåäåííûõ ðàíåå îïåðàöèé íàä
îïåðàòîðàìè ìîæíî ââåñòè åùå îäíó îïåðàöèþ � óìíîæåíèå îïåðàòî�
ðîâ ïî ôîðìóëå

(AB)x = A(Bx). (3.5)

Óïð àæí å í è å 3. Ïóñòü A,B ∈ B(X). Ïîêàçàòü, ÷òî AB ∈ B(X).

Âîîáùå ãîâîðÿ, BA 6= AB. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà äàæå
â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äâà îïåðàòîðà A,B ∈ B(X) íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè èëè
êîììóòàòèâíûìè åñëè AB = BA.

Ïóñòü A,B ∈ B(X). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖, ‖BA‖ 6 ‖B‖ · ‖A‖,

êîòîðûå ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Â ïðîñòðàíñòâå B(X) ñóùåñòâóåò òîæäå�
ñòâåííûé îïåðàòîð I è îïðåäåëåíà ñòåïåíü Ak îïåðàòîðà A : A2 = A·A,
. . . , Ak = A · Ak−1, A0 = I, ïðè÷åì

‖Ak‖ 6 ‖A‖k.

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòî�
ðîâ

PN(A) =
N∑

k=0

akA
k (3.6)
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è ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ.
Ïóñòü ϕ(λ) =

∞∑
k=0

akλ
k � àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå |λ| < R ôóíêöèÿ

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî λ, A ∈ B(X), ‖A‖ < R. Òîãäà îïåðàòîðíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(A) îïåðàòîðà A ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

ϕ(A) =
∞∑

k=0

akA
k, (3.7)

íàïðèìåð, ϕ(A) = eA =
∞∑

k=0

Ak

k! èëè ϕ(A) =
∞∑

k=0
Ak ïðè ‖A‖ < 1.

Ïîñëåäíèé ðÿä íîñèò íàçâàíèå ðÿäà Íåéìàíà.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü (An),(Bn) ⊂ B(X). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè An ⇒ A,Bn ⇒ B,

òî
AnBn ⇒ AB.

2. Â ïðîñòðàíñòâå C[0,1] ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåä�
ãîëüìà A ñ íåïðåðûâíûì íà [0,1]× [0,1] ÿäðîì K(t,s) è ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ An ñ ÿäðàìè Pn(t,s), óäîâëåòâîðÿþùè�
ìè óñëîâèÿì

max
06t,s61

|Pn(t,s)−K(t,s)| −−−→
n→∞

0.

Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ê A?

3.4. Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè
Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðåõ îñ�

íîâíûõ ïðèíöèïîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Îí ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðè�
ìåð, äëÿ îöåíêè ìåòîäà èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïî Ëàãðàíæó, ê ïðåäñòàâëå�
íèþ ôóíêöèé èíòåãðàëàìè Ôóðüå.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðî�
ñòðàíñòâà è (An)

∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ ïðîñòðàí�

ñòâà B(X,Y ). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ c > 0 è çàìêíóòûé
øàð B[x0,r], r > 0, òàêèå, ÷òî ‖Anx‖ 6 c äëÿ âñåõ x ∈ B[x0,r], ò. å.
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Anx) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà øàðå B[x0,r].
Òîãäà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(‖An‖
)
îãðàíè÷åíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ëþáîå x ∈ X, x 6= 0 è ïî íåìó ïîñòðîèì
ýëåìåíò z = x0 + x

2‖x‖r, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò øàðó B[x0,r]. Äåéñòâè�
òåëüíî, ‖z − x0‖ = r/2 < r. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Anz îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé c íà øàðå, ïîýòîìó

c > ‖Anz‖ =
∥∥∥ r

2‖x‖Anx + Anx0

∥∥∥ > r

2‖x‖‖Anx‖ − ‖Anx0‖ >

> r

2‖x‖‖Anx‖ − c.

Ìû ó÷ëè, ÷òî x0 ∈ B[x0,r], çíà÷èò ‖Ax0‖ 6 c. Òàêèì îáðàçîì,

‖Anx‖ 6 4c

r
‖x‖, x ∈ X.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

‖An‖ 6 4c

r
‖x‖ äëÿ âñåõ n ∈ N,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(‖An‖

)
îãðàíè÷åíà. ⊗

Òåîðåìà 3.4.1 (ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè).
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Anx) â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Y îãðà�
íè÷åíà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(‖An‖
)
îãðàíè÷åíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòü

(‖Anx‖
)
íå îãðàíè÷åíà íè â êàêîì çàìêíóòîì øàðå, â ïðî�

òèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå 3.4.1 áûëà áû îãðàíè÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(‖An‖
)
. Âîçüìåì íåêîòîðûé øàð B[x0,r0], r0 > 0, x0 ∈ X. Â íåì ïîñëå�

äîâàòåëüíîñòü
(‖Anx‖

)
íå îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ýëå�

ìåíò x1 èç øàðà B(x0,r0) è íîìåð n1 ∈ N òàêèå, ÷òî ‖An1
x1‖ > 1.

Ïî íåïðåðûâíîñòè îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà An1
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè x1 � øàð B1(x1,r1) ⊂ B[x0,r0] òàêîé, ÷òî ‖An1
x‖ > 1 äëÿ âñåõ

x ∈ B1[x1,r1], r1 < r0/2. Â øàðå B1[x1,r1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(‖Anx‖

)
îïÿòü íå îãðàíè÷åííà, è ìîæíî íàéòè x2 ∈ B1(x1,r1) è n2 > n1, òàê
÷òî ‖An2

x2‖ > 2 è ‖An2
x‖ > 2 äëÿ âñåõ x ∈ B2[x2,r2], r2 < r1/2, è

ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðàññóæäåíèé íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk)
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� öåíòðîâ øàðîâ, ïðè÷åì âñå øàðû çàìêíóòû è èõ ðàäèóñû óäîâëåòâî�
ðÿþò íåðàâåíñòâó rk < rk−1/2, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî rk → 0 ïðè
k → ∞. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ øàðàõ íàéäeòñÿ èõ îáùàÿ òî÷êà
x∗ ∈ B[xk,rk], k = 1,2, . . . . Òîãäà ‖Ank

x∗‖ > k, ò. å. ïðè ôèêñèðîâàí�
íîì x∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Anx

∗) íå îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû. ⊗

Èç õîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4.1 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñïðà�
âåäëèâà

Òåîðåìà 3.4.2 (ïðèíöèï ôèêñàöèè îñîáåííîñòè). Åñëè

sup
n
‖An‖ = ∞,

òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x̄ ∈ X, ÷òî

‖Anx̄‖ = ∞.

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû ãîâîðèëè î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîé ñõî�
äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ïðå�
äåëüíûé îïåðàòîð ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîãðàíè÷åííû. Ñëåäóþùàÿ òåîðå�
ìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
ïðåäåëüíûé îïåðàòîð áóäåò îãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 3.4.3 (Áàíàõà � Øòåéíãàóçà). Ïóñòü X è Y � áàíà�
õîâû ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An) ⊂ B(X,Y ). Äëÿ òîãî,
÷òîáû An → A ∈ B(X,Y ), n →∞, ñèëüíî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(‖An‖
)
áûëà îãðàíè÷åíà;

2) An → A, n → ∞, ñèëüíî íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
X ′, ïëîòíîì â X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü An → A ∈ B(X,Y ) ïðè
n → ∞ ñèëüíî, ò. å. Anx −−−→

n→∞
Ax, x ∈ X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(‖Anx‖

)
áóäåò ñõîäèòñÿ ê ‖Ax‖ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò îãðàíè÷åíà.

Èç ïðèíöèïà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü(‖An‖
)
. Â êà÷åñòâå X ′ ìîæíî âçÿòü âñå X.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x ∈ X, íî x 6∈ X ′. Ïî îïðåäåëåíèþ âñþäó
ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáîãî ε > 0
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íàéäåòñÿ x′ ∈ X ′ òàêîé, ÷òî ‖x − x′‖ < ε. Ïóñòü c = sup
n=0,1,...

‖An‖, ãäå
A0 = A. Ïîêàæåì, ÷òî An → A ïðè n →∞ ñèëüíî:

‖Anx− Ax‖ = ‖An(x− x′) + (Anx
′ − Ax′) + A(x′ − x)‖ 6

6 ‖An‖‖x− x′‖+ ‖Anx
′ − Ax′‖+ ‖A‖‖x′ − x‖ 6 2cε + ‖Anx

′ − Ax′‖.
Ó÷èòûâàÿ ñõîäèìîñòü Anx

′ ê Ax′ íà X ′, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N,
íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ‖Anx

′ − Ax′‖ < ε. Òîãäà äëÿ âñåõ n > N

‖Anx− Ax‖ < ε̃,

ò. å. An → A ïðè n →∞ ñèëüíî. ⊗
Ïåðåéäåì ê ïðèìåðàì, ïîêàçûâàþùèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû Áàíà�

õà � Øòåéíãàóçà â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Ïðèì å ð 11. Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå [a,b] × [a,b] çàäàíà ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

(Kn(t,s)
)
. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ x(t) ïðåäñòàâèìà ÷åðåç ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû Ëåáåãà, åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn(t) =

b∫

a

Kn(t,s)x(s) ds, n = 1,2, . . . , (4.1)

â íåêîòîðîì ñìûñëå ñõîäèòñÿ ê x(t). Òàêîãî ðîäà èíòåãðàëû âñòðå÷à�
þòñÿ â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Íàøà çàäà÷à � óêà�
çàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòè xn.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ â ñìûñëå
íîðìû ïðîñòðàíñòâà L2[a,b] ñèñòåìó íåïðåðûâíûõ íà [a,b] ôóíêöèé
{ϕj}∞j=1. Ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå (ìíîãî÷ëåí Ôóðüå)
ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè x(t) :

Sn(t) =
n∑

j=1

cjϕj(t) =
n∑

j=1

ϕj(t)

b∫

a

x(s)ϕj(s) ds =

=

b∫

a

n∑
j=1

ϕj(t)ϕj(s)x(s) ds =

b∫

a

Kn(t,s)x(s) ds,

(4.2)
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ãäå Kn(t,s) =
n∑

j=1
ϕj(t)ϕj(s) ds.

Çàïèøåì (4.2) â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ

Anx(t) =

b∫

a

Kn(t,s)x(s) ds, (4.3)

îòîáðàæàþùèõ ïðîñòðàíñòâî C[a,b] â C[a,b].
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.1

‖An‖ = max
a6t6b

b∫

a

|Kn(t,s)| ds.

Òåîðåìà Áàíàõà � Øòåéíãàóçà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

Òåîðåìà 3.4.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
xn(t)

)
ñõîäèëàñü â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a,b] ê ôóíê�
öèè x(t) ∈ C[a,b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ∃M > 0 òàêîå, ÷òî ‖An‖ 6 M ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Anx(t) ñõîäèëàñü ê x(t) íà âñþäó ïëîòíîì
â C[a,b] ìíîæåñòâå ôóíêöèé, íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå àëãåá�
ðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ï ð èì å ð 12. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ
âèäà

Ax =

b∫

a

ω(t)x(t) ds, x(t) ∈ C[a,b], (4.4)

ãäå ω(y) � èíòåãðèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íà (a,b) âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
Âûïèøåì òàê íàçûâàåìûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âèäà

Anx =
n∑

k=1

An
kx(tnk), (4.5)

ãäå òî÷êè tnk ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a,b] è íàçûâàþòñÿ óçëàìè, tnk 6= tmk ,
n 6= m; ÷èñëà An

k � âåñàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4.4).
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Åñëè äëÿ ëþáîé x(t) ∈ C[a,b] Anx → Ax ïðè n → ∞, òî ãîâîðÿò,
÷òî êâàäðàòóðíûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî

‖An‖ =
n∑

k=1

|An
k |. (4.6)

Óïð àæí å í è å 4. Äîêàæèòå ôîðìóëó (4.6).

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðèíöèïû îïðåäåëåíèÿ óçëîâ è âåñîâ â
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (4.5). Êàê ïðàâèëî, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
ñòðîèòñÿ òàê, ÷òîáû îíà ñòàíîâèëàñü òî÷íîé äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïîðÿäêà n. Ñ ïîìîùüþ âûáîðà âåñîâûõ ôóíêöèé ω(t) ìîæíî ó÷åñòü
îñîáåííîñòè êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Áàíàõà �Øòåéí�
ãàóçà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

Òåîðåìà 3.4.5 (Ò. Ñåãå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòóðíûé ïðî�
öåññ ñõîäèëñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) ∈ C[a,b], íåîáõîäèìî è äîñòà�
òî÷íî, ÷òîáû
1) ∃M > 0 òàêîå, ÷òî

n∑
k=1

|An
k | 6 M äëÿ ëþáîãî n ∈ N;

2) ñõîäèìîñòü èìåëà ìåñòî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêà n.

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð A
çàäàí íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, îäíàêî îáëàñòü åãî çàäàíèÿ D(A)

ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â X, ò. å. D(A) = X. Äëÿ òàêèõ
îïåðàòîðîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîñòè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y îãðàíè÷åí íà D(A),
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî

‖Ax‖ 6 c‖x‖, ∀x ∈ D(A).

Òåîðåìà 3.4.6 (î ïðîäîëæåíèè ïî íåïðåðûâíîñòè). Ïóñòü
X � íîðìèðîâàííîå, Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâà è A � ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé íà D(A) ⊆ X îïåðàòîð, ïðè÷åì D(A) = X. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A, ÿâëÿþùèéñÿ
ïðîäîëæåíèåì A, è
1) Ax = Ax äëÿ âñåõ x ∈ D(A);
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2) ‖A‖ = ‖A‖.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x ∈ D(A), òî A = A, ò. å. Ax = Ax äëÿ âñåõ
x ∈ D(A). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî D(A) âñþäó
ïëîòíî â X. Ïîýòîìó äëÿ x ∈ X, íî x 6∈ D(A) íàéäåòñÿ â D(A) òàêîé
ýëåìåíò xn, ÷òî ‖xn − x‖ → 0. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Ax = lim
n→∞

Axn.

Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ñõîäÿùåéñÿ ê x. Ðàñ�
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Axn) ⊂ Y, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòüþ Êîøè, òàê êàê

‖Axn − Axm‖ 6 ‖A‖ · ‖xn − xm‖ −−−−→
n,m→∞

0.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Y áàíàõîâî, íàéäåòñÿ ýëåìåíò â Y, ê êîòîðîìó
äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü (x′n) ⊂ D(A) � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùà�
ÿñÿ ê x ∈ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y1 = lim

n→∞
Axn, y2 = lim

n→∞
Ax′n, òîãäà

‖y − y1‖ 6 ‖y − Axn‖+ ‖Axn − Ax′n‖+ ‖Ax′n − y1‖ → 0

ïðè n →∞, ò. å. y1 = y2.
Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïðåäåëà è îïåðà�

òîðà A. Ïîêàæåì, ÷òî A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òàê êàê

‖Axn‖ 6 ‖A‖ · ‖xn‖,
òî ïðè n →∞

‖Ax‖ 6 ‖A‖ · ‖x‖.
Çíà÷èò, ‖A‖ 6 ‖A‖. Äàëåå

‖A‖ = sup
x∈X,
‖x‖61

‖Ax‖ > sup
x∈D(A),
‖x‖61

‖Ax‖ = ‖A‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ = ‖A‖. ⊗
Ïîñòðîåííîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì

îïåðàòîðà A ïî íåïðåðûâíîñòè.
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Çàäà÷è
1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(An) ⊂ B(H) è sup
n

∣∣(Anx, y)
∣∣< ∞ äëÿ ëþáûõ x,y ∈ H. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
n

∣∣An

∣∣< ∞.

2. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ìíîæåñòâî M ∈ B(X,Y )
òàêîå, ÷òî sup

A∈M

∥∥Ax
∥∥= f(x) < ∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
A∈M

∥∥A
∥∥< ∞.

3.5. Îáðàòíûå îïåðàòîðû. Íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü
Áîëüøîé êëàññ çàäà÷ òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðà�
òîðíîãî óðàâíåíèÿ

Ax = y, (5.1)
ãäå x � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà X, y � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èç íîðìèðîâàííîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Y, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé X â Y. Âûÿñ�
íèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
è êàê çàâèñèò ýòî ðåøåíèå îò èçâåñòíîé ôóíêöèè y ∈ Y. Ýòîò êðóã
âîïðîñîâ ñâÿçàí ñ îáðàòèìîñòüþ îïåðàòîðà A.

Èòàê, ïóñòü A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäå�
ëåíèÿ D(A) ⊆ X è îáëàñòüþ çíà÷åíèé R(A) ⊆ Y. Åñëè îïåðàòîð A
îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó D(A) è R(A),
òî ê îïåðàòîðó A ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, è ðåøåíèå óðàâ�
íåíèÿ (5.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå

x = A−1y, (5.2)

Âûÿñíèì, êîãäà ýòî âîçìîæíî.

Òåîðåìà 3.5.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ïåðåâîäèò D(A) â R(A)
âçàèìíî îäíîçíà÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

KerA = {x ∈ D(A) : Ax = 0} = {0}. (5.3)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî A ïåðåâîäèò íóëåâîé ýëåìåíò ïðî�
ñòðàíñòâà X â íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî A0 = A(0 · x) = 0 · Ax = 0. Â ñèëó âçàèì�
íîé îäíîçíà÷íîñòè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà x 6= 0, ÷òî Ax = 0.
Ïîýòîìó KerA = {0}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü KerA = {0} è Ax = Ay. Òîãäà, î÷åâèäíî,
A(x− y) = 0 èëè x− y ∈ KerA. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y. ⊗

Ïóñòü A îòîáðàæàåò D(A) íà R(A) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ÿâëÿåò�
ñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Òîãäà A−1 âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò
R(A) íà D(A) è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ò. å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.5.2. Åñëè A : X → Y ëèíååí, òî è A−1 : Y → X
ëèíååí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y1, y2 ∈ R(A), ãäå y1 = A−1x1, y2 =
= A−1x2. Ïîñêîëüêó R(A) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì, òî

α1y1 + α2y2 = A(α1x1 + α2x2) ∈ R(A).

Â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ìåæäó R(A) è D(A) èìååì

α1A
−1y1 + α2A

−1y2 = α1x1 + α2x2 = A−1(α1y1 + α2y2),

÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A−1. ⊗
Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïåðàòîð A : X → Y, òî îáðàòíûé îïåðàòîð

A−1 : Y → X îïðåäåëåí íà R(A) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â D(A) è ïðè
ýòîì

A−1Ax = x, x ∈ D(A),

AA−1Ay = y, y ∈ R(A).
(5.4)

Åñëè îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî îïåðàòîð A−1 ïðè
ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 3.5.3. Îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò è îäíîâðåìåííî îãðà�
íè÷åí íà R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿí�
íîé m > 0 è ëþáîãî x ∈ D(A) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Ax‖ > m‖x‖. (5.5)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâó�
åò è îãðàíè÷åí íà D(A−1) = R(A). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî�
ñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖A−1y‖ 6 c‖y‖ äëÿ âñåõ y ∈ R(A).

Ïóñòü ýëåìåíò x ∈ D(A) òàêîé, ÷òî y = Ax. Òîãäà

‖A−1Ax‖ = ‖x‖ 6 c‖Ax‖,
èëè

‖Ax‖ > 1

c
‖x‖,

ò. å. m = c−1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî (5.5) è x ∈ KerA, òîãäà

Ax = 0. Èç (5.5) âûòåêàåò, ÷òî 0 > m‖x‖, îòêóäà x = 0. Ýòî îçíà�
÷àåò, ÷òî KerA = {0}. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 3.5.1 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
A−1, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèé R(A) íà D(A). Ïîëàãàÿ â
íåðàâåíñòâå x = A−1y, ïîëó÷èì

‖AA−1y‖ > m‖A−1y‖
äëÿ âñåõ y ∈ Y. Îòêóäà

‖A−1y‖ 6 c‖y‖,
ãäå c = m−1. ⊗

Îïð å ä å ë å í è å 3.5.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð
A : X → Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, åñëè R(A) = Y, îïåðàòîð A îáðà�
òèì è A−1 îãðàíè÷åí.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðà�
òîð A çàäàí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 3.5.4 (Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå). Ïóñòü X
è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y � ëèíåéíûé îãðàíè÷åí�
íûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé X â Y âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òîãäà
îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 : Y → X îãðàíè÷åí.

Äàííóþ òåîðåìó ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî
ïðèâåäåíî â êíèãå

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå 3.5.1. Ïóñòü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíû äâå
íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 è ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç
íîðì. Åñëè ‖x‖1 6 c‖x‖2 äëÿ âñåõ x ∈ X, òî ýòè íîðìû ýêâèâàëåíòíû.
Äî ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xk (k = 1,2) áàíàõîâî ïðî�
ñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ‖ · ‖k. Íåðàâåíñòâî ‖x‖1 6 c‖x‖2 îçíà÷àåò, ÷òî
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I : X2 → X1 îãðàíè÷åí. Ïî òåîðåìå Áàíàõà
îá îáðàòíîì îïåðàòîðå îïåðàòîð I−1 : X1 → X2 òàêæå áóäåò îãðàíè�
÷åí, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ‖x‖2 6 c1‖x‖1. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.5.2. Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ëè�
íåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A îòîáðàæàåò âñå ïðîñòðàíñòâî X
íà âñå Y, òî îòîáðàæåíèå A îòêðûòî.

Óïð àæí å í è å 5. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 3.5.2.

Ïðèì å ð 13. Â ïðîñòðàíñòâå C[0,1] ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà

Ax(t) ≡ x(t)−
1∫

0

t2s3x(s) ds = y(t),

èëè Ax(t) = y(t). Òîãäà x(t) = y(t) + t2c, ãäå

c =

1∫

0

s3x(s) ds.

Ïîäñòàâëÿÿ â äàííóþ ôîðìóëó âûðàæåíèå äëÿ x(s), ïîëó÷èì

c =

1∫

0

s3(cy(s) + cs3) ds =
6

5

1∫

0

s3y(s) ds.

Çíà÷èò, ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈ C[0,1] ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâ�
íåíèÿ èìååò âèä

x(t) = y(t) +
6

5

1∫

0

t2s3y(s) ds ≡ A−1y(t).

Ìû äîêàçàëè íåïðåðûâíóþ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà A.
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Áîëåå ïîäðîáíî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà, â òîì ÷èñëå è èíòåãðàëü�
íûå, áóäóò ðàññìîòðåíû â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. A,B : X → X ëèíåé�

íûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû ñ D(A) = D(B) = X. Èçâåñòíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû (AB)−1 è (BA)−1. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî
ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû A−1 è B−1?

2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. A : X → X ëèíåé�
íûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ñ D(A) = X. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn ∈ X òàêîâà, ÷òî ‖xn‖ = 1 è Axn → 0 ïðè n → ∞. Ìîæåò ëè ó
îïåðàòîðà A ñóùåñòâîâàòü îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð?

3. Ïóñòü A : `2 → `2 è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x = (x1, . . . ,xn, . . .) ∈ `2
Ax = (λ1x1, . . . ,λnxn, . . .), ãäå (λn)

∞
n=1 ⊂ R è sup

n
|λn| < ∞. Óêàçàòü

óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λn), ïðè êîòîðûõ ê îïåðàòîðó A ñóùå�
ñòâóåò A−1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îãðàíè÷åííîñòè A−1?

4. Ïóñòü c(t) ∈ C[0,1], c(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0,1]. Äîêàçàòü, ÷òî
êðàåâàÿ çàäà÷à � x′′ + c(t)x = y(t), x(0) = x(1), x′(0) = x′(1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3.6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ
Â ï. 3.5 ìû âûÿñíèëè, ÷òî åñëè çàäàíî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

ïåðâîãî ðîäà
Ax = y, (6.1)

ãäå A : X → Y è äëÿ ëþáîãî y ∈ R(A) ñóùåñòâóåò A−1y, òî x =
A−1y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1). Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâíî
îáðàòèì, òî óðàâíåíèå (6.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y. Ïóñòü òåïåðü x̃ � ðåøåíèå âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

Ax = ỹ. (6.2)
Òîãäà

‖x̃− x‖ 6 ‖A−1‖ỹ − y‖.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖ỹ− y‖ → 0 áóäåò è ‖x̃− x‖ → 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìàëîå èçìåíåíèå ïðàâîé ÷àñòè y â (6.1) âëå÷åò çà ñîáîé ìàëîå èçìåíåíèå
ðåøåíèÿ x â (6.1).
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Îïð å ä å ë å í è å 3.6.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (6.1) êîð�
ðåêòíî ðàçðåøèìî, åñëè
1) ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (6.1) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè

y ∈ Y ;

2) ðåøåíèå åäèíñòâåííî;
3) ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ y ∈ Y.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (6.1) ýêâèâà�
ëåíòíà íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A.

Èç ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî íå âñåãäà óðàâíåíèå (6.1) ðàçðåøèìî
ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y, åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî ìî�
æåò îêàçàòüñÿ íå åäèíñòâåííûì. Äàëåå, ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, íàëàãàåìûõ íà ïðàâóþ ÷àñòü. ×òî�
áû îñâåòèòü êðóã ýòèõ âîïðîñîâ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äëÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A : X → Y ïðàâûé è ëåâûé îáðàòíûå îïåðàòîðû.

Îïð å ä å ë å í è å 3.6.2. Îïåðàòîð A−1
r : Y → X íàçûâàåòñÿ ïðà�

âûì îáðàòíûì îïåðàòîðîì ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A : X → Y, åñëè
AA−1

r = Iy äëÿ ëþáîãî y ∈
Rs(A). Îïåðàòîð A−1

l : Y → X íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì îïåðàòî�
ðîì ê A, åñëè A−1

l A = Ix äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A).

Òåîðåìà 3.6.1. Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : X → Y ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî y ∈ R(A);
2) KerA = {0}, ò. å. îïåðàòîð A èíúåêòèâåí;
3) äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð A−1

l .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) ⇒ 2). Ïóñòü óðàâíåíèå (6.1) èìååò åäèíñòâåí�
íîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì y ∈ R(A), òîãäà ïðè y = 0 ýòèì ðåøåíèåì
áóäåò x = 0, ò. å. KerA = {0}.

2) ⇒ 1). Åñëè KerA = {0}, òî îòîáðàæåíèå A èç D(A) â R(A) ÿâ�
ëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åäèíñòâåí�
íî.

1) ⇒ 3). Ïóñòü óðàâíåíèå (6.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈
X ïðè ∀y ∈ R(A). Ïîñòðîèì îïåðàòîð A−1

l : R(A) → X, êîòîðûé
êàæäîìó y ∈ R(A) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèå x ∈ X, ò. å. Ax = y.
Äëÿ îñòàëüíûõ y ∈ Y \R(A) îïåðàòîð A−1

l îïðåäåëåí ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì, íàïðèìåð, A−1

l = 0. Ïîêàæåì, ÷òî A−1
l � ëåâûé îáðàòíûé
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îïåðàòîð. Ïóñòü y ∈ R(A) è y = Ax, òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ
x = A−1

l y = A−1
l Ax = x, ò. å. A−1

l A = Ix.

3) ⇒ 1). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ê îïåðàòîðó A ëåâûé îáðàòíûé îïåðà�
òîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) x1 =
A−1

l y è x2 = A−1
l y, òîãäà x1 − x2 = A−1

l (0) = 0. ⊗
Òåîðåìà 3.6.2. Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : X → Y ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ;
2) R(A) = Y, ò. å. îïåðàòîð A ñþðúåêòèâåí;
3)ê îïåðàòîðó A ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð A−1

r .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) ⇔ 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
R(A).

1) ⇒ 3). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî y ∈ Y óðàâíåíèå (6.1) èìååò íåêî�
òîðîå ðåøåíèå, âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃ òàêîå
ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå èç Y â X, êîòîðîå êàæäîìó
y ∈ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå x̃ ∈ X. Îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç
A−1

r . Òîãäà x̃ = A−1
r y. Ïîêàæåì, ÷òî A−1

r ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð ê
A. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1), èìååì

Ax̃A = AA−1
r y = y, ò. å. AA−1

r = Iy,

3) ⇒ 1). Ïóñòü ê îïåðàòîðó A : X → Y ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàò�
íûé îïåðàòîð A−1

r : Y → X. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ∀y ∈ Y óðàâíåíèå (6.1)
èìååò ðåøåíèå, à èìåííî, åãî ðåøåíèåì áóäåò x = A−1

r y. Äåéñòâèòåëü�
íî, Ax = AA−1

r y = Iyy = y. ⊗
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëåâîãî è ïðàâîãî îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèì å ð 14. Â ïðîñòðàíñòâå `2 áåñêîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòåé ñî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ðàññìîòðèì ïîëíóþ îðòîíîðìè�
ðîâàííóþ ñèñòåìó {ei}∞i=1, ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸

i

,0, . . .).

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A íà ýëåìåíòàõ áàçèñà ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

Ae1 = 0, Aei = ei−1, k = 2,3, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà è ‖A‖ = 1.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð A−1

r òàê:
A−1

r ei = ei+1 + cie1, i = 1,2, . . . ,
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ãäå i, i = 1,2, . . . � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∞∑
i=1
|ci|2 < ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî A−1
r � ïðàâûé îáðàòíûé ê îïåðàòîðó A. Äåéñòâèòåëü�

íî,

AA−1
r ei = A(ei+1 + cie1) = Aei + 1 + ciAe1 = ei, i = 1, . . . .

Ðàññìîòðèì ÿäðî îïåðàòîðà A. KerA = {x ∈ `2 : Ax = 0}. Ïóñòü
x ∈ X, x =

∞∑
i=1

xiei ∈ KerA. Òîãäà

A(
∞∑
i=1

xiei) =
∞∑
i=1

xiAei = x1 · 0 +
∞∑
i=2

xiei−1 = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð e1 = (1,0 . . . ,0, . . .) ∈ KerA Òàêèì îáðàçîì,
KerA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
âåêòîðîì e1. Èç òåîðåìû 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî ê îïåðàòîðó A íå îïðåäåëåí
ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðàâûõ îáðàòíûõ îïåðàòî�
ðîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ïîêàæåì, ÷òî R(A) = `2. Ðàññìîòðèì ∀y ∈ `2. Òîãäà y =
∞∑
i=1

yiei è

åãî ïðîîáðàç x =
∞∑
i=1

xiei îïðåäåëèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

xi+1 = yi, i = 1,2, . . . ., x1 = a, a ∈ R,

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé

÷àñòè y ∈ `2 è èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
Óïð àæí å í è å 6. Ïóñòü A : `2 → `2 è äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

Aei = ei+1, i = 1,2, . . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî KerA = {0} è, ñëåäîâàòåëüíî, ê îïåðàòîðó A ñóùåñòâóåò ëåâûé
îáðàòíûé îïåðàòîð. Ïîñòðîèòü A − 1l. ïèñàòü ìíîæåñòâî R(A).

Òàêèì îáðàçîì, ê ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó ìîæåò ñó�
ùåñòâîâàòü ñåìåéñòâî ëåâûõ îáðàòíûõ ëèáî ïðàâûõ îáðàòíûõ îïåðàòî�
ðîâ. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 3.6.3. Ïóñòü A ∈ B(X,Y ) è ïóñòü ñóùåñòâóþò îïåðà�
òîðû A−1

l è A−1
r . Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 è

1) A−1 = A−1
l = A−1

r ;
2) D(A−1) = Y R(A−1) = X;
3) A−1

l è A−1
r åäèíñòâåííû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû A−1
l è A−1

r , òî
ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6.1 è 3.6.2 kerA = {0}, R(A) = Y. Ñëåäîâàòåëüíî,
A îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó D(A) = X
è R(A) = Y, ò. å. îïåðàòîð A âñþäó îáðàòèì. Íî A ∈ B(X,Y ), ïîýòîìó
ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå 3.5.4 A−1 îãðàíè÷åí. ⊗

Óïð àæí å í è å 7. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû A−1
l è A−1

r åäèíñòâåííû.

Òåîðèÿ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáîñíîâàíèè âû÷èñ�
ëèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Èòàê, ïóñòü u � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(6.1), ε = x− u � âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà, r = y − Au � íåâÿçêà. Ïðè
ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

1) èìåÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (6.1), îöåíèòü ïî íåâÿç�
êå r ñâåðõó è ñíèçó íîðìó îòíîñèòåëüíîé îøèáêè;

2) îöåíèòü ñâåðõó íîðìó îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ïðè íåêîòîðûõ
âîçìóùåíèÿõ â (6.1) îïåðàòîðà A è ïðàâîé ÷àñòè y.

Ðàññìîòðèì âêðàòöå ïåðâóþ ïðîáëåìó. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðî�
ñòðàíñòâî, A : X → X, A ∈ B(X). Íàçîâåì ÷èñëî

k(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖ (6.3)

÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà A. Î÷åâèäíî, ÷òî k(A) = k(A−1)
è k(A) > 1, ïîñêîëüêó AA−1 = I è ‖I‖ = 1 6 ‖A‖ · ‖A−1‖ = k(A).
Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x = A−1y, Aε = r, ε = A−1r (6.4)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (6.4) è óðàâíåíèÿ (6.1) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

‖y‖ 6 ‖A‖ · ‖x‖, ‖x‖ 6 ‖A−1‖ · ‖y‖,
‖r‖ 6 ‖A‖ · ‖ε‖, ‖ε‖ 6 ‖A−1‖ · ‖r‖. (6.5)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ‖ε|‖x‖ ñïðà�
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

k−1(A)
‖r‖
‖y‖ 6 ‖ε‖

‖x‖ 6 k(A)
‖r‖
‖y‖ , (6.6)
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â êîòîðîå âõîäÿò òîëüêî k(A), íîðìà ïðàâîé ÷àñòè è íîðìà íåâÿçêè.
Äåéñòâèòåëüíî, èç (6.5) ïîëó÷àåì

‖ε‖
‖x‖ > ‖A−1‖‖r‖

‖A‖−1‖y‖ = k(A)
‖r‖
‖y‖ .

Äåéñòâèòåëüíî, èç (6.5) ïîëó÷àåì

‖ε‖
‖x‖ > ‖A‖−1‖r‖

‖A−1‖‖y‖ = k−1(A)
‖r‖
‖y‖ .

Íåðàâåíñòâî (6.6) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðàç�
ëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1).

Çàäà÷è
1. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A,B : X →

X � ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ D(A) = D(B) = X, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ AB = BA.

a) Ïóñòü ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A−1. Äîêàçàòü, ÷òî A−1B = BA−1;
b) Ïóñòü A,B ∈ B(X), à B íåïðåðûâíî îáðàòèì. Äîêàçàòü, ÷òî

‖AB‖ 6 ‖A‖
‖B−1‖ .

2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A : X → X �
ëèíåéíûé îïåðàòîð è ïóñòü â X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn) ⊂ D(A) ñ ‖xn‖ = 1, ÷òî ‖Axn‖ → 0 ïðè n → ∞. Äîêàçàòü, ÷òî
îïåðàòîð A íå ìîæåò èìåòü îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî.

3.7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà
Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è A : X → X� ëèíåéíûé îãðà�

íè÷åííûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà

x− Ax = y. (7.1)
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðè êàêèõ óñëî�
âèÿõ íà îïåðàòîð A ∈ B(X) óðàâíåíèå (7.1) êîððåêòíî ðàçðåøèìî.
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Òåîðåìà 3.7.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ B(X)
è ‖A‖ < 1. Òîãäà îïåðàòîð I − A íåïðåðûâíî îáðàòèì è ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(I − A)−1‖ 6 1

1− ‖A‖ , ‖I − (I − A)−1‖ 6 ‖A‖
1− ‖A‖ . (7.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B(X) ðàññìîòðèì
ðÿä Íåéìàíà

I + A + A2 + . . . + An + . . . . (7.3)
è äîêàæåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Äåéñòâèòåëüíî

‖I‖+‖A‖+‖A2‖+. . .+‖An‖+. . . 6 ‖I‖+‖A‖+. . .+‖A‖k+. . . 6 1

1− ‖A‖ .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî ìàæîðèðóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ãåî�
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì ‖A‖ < 1. Òîãäà ïî òåîðåìå
?? ðÿä (7.3) ñõîäèòñÿ, ò. å. åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì

Sn =
n∑

k=0

Ak (7.4)

èìååò ïðåäåë S =
∞∑

k=0
Ak.. Èìååì

Sn(I − A) = I − An+1, (I − A)Sn = I − An+1. (7.5)

Ïåðåõîäÿ â (7.5) ê ïðåäåëó, èñïîëüçóÿ (7.4), óñëîâèå òåîðåìû ‖A‖ < 1,
ïîëó÷èì

S(I − A) = (I − A)S (7.6)
Ðàâåíñòâî (7.6) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ê îïåðà�
òîðó I − A. Îöåíèì íîðìó S:

‖Sn‖ 6 1 + ‖A‖+ · · ·+ ‖A‖n =
1− ‖A‖n+1

1− ‖A‖ ,

‖I − Sn‖ 6 ‖A‖+ · · ·+ ‖A‖n =
‖A‖ − ‖A‖n+1

1− ‖A‖ .
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Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷èì
(7.2). ⊗

Òåîðåìà 3.7.1 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óñèëåíèåì ïðèíöèïà ñæèìàþ�
ùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí�
ñòâàõ. À èìåííî: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
îòîáðàæåíèÿ f(x) = Ax+y, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè óñëîâèè
‖A‖ < 1.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (7.1)? ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

x− λAx = y. (7.7)

Äàëåå äëÿ íåãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå
3.7.1

Òåîðåìà 3.7.2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ B(X)
è ‖λ‖ < 1

‖A‖. Òîãäà îïåðàòîð I − λA íåïðåðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì

(I − λA)−1 = I + λA + λ2A2 + . . . + λnAn + . . . .

Âûÿñíèì, êàêîå ìíîæåñòâî îáðàçóåò êëàññ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå B(X).

Òåîðåìà 3.7.3 (î ÷åòûðåõ øàðàõ). Åñëè A,A−1 ∈ B(X), òî
ìíîæåñòâî G ýëåìåíòîâ B(X), èìåþùèõ â B(X) îáðàòíå, ñîäåð�
æèò âìåñòå ñ îïåðàòîðàìè A è A−1 äâà øàðà

B1 = {B ∈ B(X) : ‖A−B‖ <
1

A−1}B2 = {B ∈ B(X) : ‖A−1−B‖ <
1

A
}

(7.8)
Åñëè îïåðàòîð B ëåæèò â øàðå B1, òî

B−1 = A−1
∞∑

n=0

[(A−B)A−1]n (7.9)

èëè
B−1 =

∞∑
n=0

[A−1(A−B)]nA−1, (7.10)

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖B−1 − A−1‖ 6 ‖A−1‖2‖A−B‖
1− ‖A−B‖‖A−1‖ ; (7.11)
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åñëè Bε ∈ G è ‖Bε − A‖ → 0 ïðè ε → 0, òî è ‖B−1
ε − A−1‖ → 0 ïðè

ε → 0.
Åñëè îïåðàòîð B ëåæèò â øàðå B2, òî

B−1 = A

∞∑
n=0

[(A−1 −B)A]n (7.12)

èëè
B−1 =

∞∑
n=0

[A(A−1 −B)]nA, (7.13)

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖B−1 − A‖ 6 ‖A‖2‖A−1 −B‖
1− ‖A−1 −B‖‖A‖ ;

åñëè Bε ∈ G è ‖Bε−A−1‖ → 0 ïðè ε → 0 , òî è ‖B−1
ε −A−1‖ → 0 ïðè

ε → 0 .
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ øàðà B1. Äîêçàòåëüñòâî
äëÿ øàðà B2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü A ∈ G è ‖A−B‖ < ‖A−1‖−1. Èìååì

‖I −BA−1‖ = ‖(A−B)A−1‖ < 1,

‖I − A−1B‖ = ‖A−1(A−B)‖ < 1.

Òîãäà ïî òåîðåìå 3.7.1 îïåðàòîðû BA−1 = I − (I − BA−1) è A−1B =
= I−(I−A−1B) èìåþò îáðàòíûå, êîòîðûå ñîãëàñíî ôîðìóëå 7.4 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäîâ

(BA−1)−1 = AB−1 =
∞∑

n=0

(I −BA−1)n =
∞∑

n=0

[(A−B)A−1]n(A−1B)−1 =

= B−1A =
∞∑

n=0

(I − A−1B)n =
∞∑

n=0

[A−1(A−B)]n.

(7.14)
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð B èìååò îáðàòíûé B−1 è äëÿ íåãî ñïðà�

âåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (7.9) è (7.10). Èç (7.9) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
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(7.11), òàê êàê

‖B−1 − A−1‖ 6 ‖A−1‖
∞∑

n=0

[‖A−B‖‖A−1‖]n 6 ‖A−1‖2‖A−B‖
1− ‖A−B‖‖A−1‖ ;

(7.15)
Èç (7.15) âûòåêàåò, ÷òî åñëè Bε ∈ G è ‖A − Bε‖ → 0 ïðè ε → 0, òî è
‖B−1

ε − A−1‖ → 0 ïðè ε → 0. ⊗
Ñëåäñòâèå 3.7.1. Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí�

ñòâå B(X) îòêðûòî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òåîðåìà 3.7.3 óòâåðæäàåò,÷òî â øàðå ðàäèóñà
‖A−1‖−1 âìåñòå c îáðàòèìûì îïåðàòîðîì A âñå îïåðàòîðû îáðàòèìû.
À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.7.2. Ïóñòü A ∈ B(X) � íåïðåðûâíî îáðàòèìû è
ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ⊂ B(X), ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê . Òîãäà,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0 ∈ N âñå îïåðàòîðû An íåïðåðûâíî
îáðàòèìû è A−1

n ⇒ A−1 ïðè n →∞.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì íîìåð n0 ∈ R èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ n > n0 âûïîëíÿëîñü ‖An−A‖ < 1

‖A−1‖ .
Òîãäà ïî òåîðåìå 3 âñå îïåðàòîðû An ïðè n > n0 îáðàòèìû.Ïî
ôîðìóëå (7.9) âû÷èñëèì A−1

n , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖(A − An)A
−1‖ < 1 è

∞∑
n=0

[(A− An)A
−1]k = [I − (A− An)A

−1]−1

A−1
n = A−1[I − (A− An)A

−1]−1.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n →∞. Çàìåòèì, ÷òî

lim
n→∞

(I − A−1(A− An))
−1 = I

òîãäà
A−1

n ⇒ A

⊗
Òåîðåìà 3.7.3 èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáîñíîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìå�

òîäîâ.À èìåííî: òðåáóåòñÿ îöåíèòü íîðìó îòíîñèòåëüíî îøèáêè, åñëè
îïåðàòîðó çàäà÷è è ïðàâîé ÷àñòè ïðèäàòü íåêîòîðîå âîçìóùåíèå; îöå�
íèòü ïî íåâÿçêå íîðìó îòíîñèòåëüíîé îøèáêè.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (6.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A ïðè�
òåðïåâàåò íåêîòîðûå âîçìóùåíèÿ, âîçìóùåííûé îïåðàòîð B óäîâëåòâî�
ðÿåò óñëîâèþ (7.8), ò. å. ‖A−B‖·‖A−1‖ < 1 è äëÿ íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à âèäà

Bu = y + δy, (7.16)
ãäå δy � âîçìóùåíèå ïðàâîé ÷àñòè, u � ðåøåíèå (7.16), îïðåäåëÿåìîå
ôîðìóëîé u = B−1(y + ∆y). Ðàññìîòðèì îöåíêó äëÿ îòíîñèòåëüíîé
îøèáêè ‖x− u‖|‖x‖, âîçíèêàþùåé îò çàìåíû óðàâíåíèÿ (6.1) íà óðàâ�
íåíèå (7.16). Ïóñòü B = A + ∆A, òîãäà

u− x = (B−1A− I)x + B−1∆y. (7.17)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà B−1 â ðÿä è îöåíèâàÿ ñâåðõó ðÿäû â
ñëàãàåìûõ (7.17) ïî íîðìå, ïîëó÷èì

‖u− x‖ 6 ‖A−1‖ ‖∆A‖|x‖+ ‖∆y‖
1− ‖∆A‖ · ‖A−1‖ . (7.18)

Äàëåå, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè (7.18) ‖x‖ è, ó÷èòûâàÿ (7.5), ïîëó÷èì

‖u− x‖
‖u‖ 6 k(A)

1− k(A)‖∆A‖/‖A‖

(
‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆y‖
‖y‖

)
. (7.19)

Çàäà÷è
1. Ïóñòü An ⇒ A ïðè n → ∞, (An) ⊂ B(X). Äëÿ òîãî, ÷òîáû

A ⊂ B(X) áûë íåïðåðûâíî îáðàòèì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
a) An áûëè íåïðåðûâíî îáðàòèìû, íà÷èíàë ñ íåêîòîðîãî íîìåðà

n0;
b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (A−1

n ) áûëà îãðàíè÷åíà.
2. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, An, A ∈ B(X,Y ) è ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòü (An) ñõîäèòñÿ ñõîäèòñÿ ê A. Ïóñòü òàêæå
(
A−1

n

) ∈ B(Y,X),
R(A) = Y. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Anxn = y ñõîäÿòñÿ ê ðå�
øåíèþ óðàâíåíèÿ Ax = y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

sup
n
‖A−1

n ‖ < ∞.
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3.8. Ïðèìåíåíèå òåîðèè îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ ê
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ
ïàðàìåòðîì λ, çàïèñàííîå â âèäå

x(t)− λ

b∫

a

K(t,s)x(s)ds = y(t), (8.1)

ãäå ôóíêöèÿ K(t,s) íåïðåðûâíà íà [a,b]× [a,b] è x(t), y(t) ∈ C[a,b].
Óðàâíåíèå (8.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x− λAx = y, (8.2)

îáîçíà÷èâ ÷åðåç A èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 3.8.1. Ïóñòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëü�
ìà K(t,s) íåïðåðûâíî â îáëàñòè Ω = [a,b] × [a,b] ïóñòü ïàðàìåòð λ
òàêîâ, ÷òî |λ|‖A‖ < 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y(t) ∈ C[a,b] ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (8.1).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.7.2 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
|λ|‖A‖ < 1, òî óðàâíåíèå (8.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Íåéìàíà.

x(t) = (I − λA)−1y = y + λAy + λ2A2y + . . . . (8.3)

Èçó÷èì ýòî ðåøåíèå ïîäðîáíåå. Ïóñòü M = max
(t,s)∈Ω

|K(t,s)|. Íà îñíîâà�
íèè òåîðåìû 3.2.1 ‖A‖ 6 M(b− a). Ïîýòîìó óñëîâèå |λ|‖A‖ < 1 áóäåò
âûïîëíåíî, åñëè ïàðàìåòð λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|λ| < 1

M(b− a)
. (8.4)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.4). Ðàñïèøåì (8.3),
âû÷èñëèâ ïðåäâàðèòåëüíî ñòåïåíè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà A

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s)ds. (8.5)
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A2y(t) = A(Ay) =

b∫

a

K(t,s)
( b∫

a

K(s,τ)y(τ)dτ
)
ds =

=

b∫

a

( b∫

a

K(t,s)K(s,τ)ds
)
y(τ)dτ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
b∫

a

K(t,s)K(s,τ)ds = K2(t,τ),

ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K1(t,τ) = K(t,τ).
Ôóíêöèÿ K2(t,τ) íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ÿäðîì èëè âòîðîé èòå�

ðàöèåé ÿäðà K(t,s).
Èòàê,

A2y(t) =

b∫

a

K2(t,τ)y(τ)dτ,

èëè, çàìåíÿÿ τ íà s,

A2y(t) =

b∫

a

K2(t,s)y(s)ds.

Äàëåå,

A3y(t) = A(A2y) =

b∫

a

K(t,s)
( b∫

a

K2(s,τ)y(τ)dτ
)

ds =

=

b∫

a

( b∫

a

K(t,s)K2(s,τ)ds)y(τ)dτ =

b∫

a

K3(t,s)y(s) ds,

ãäå K3(t,τ) =
b∫
a

K(t,s)K2(s,τ) ds � òðåòüÿ èòåðàöèÿ ÿäðà K(t,s).
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Òàêèì îáðàçîì,

Any(t) =

b∫

a

Kn(t,s)y(s) ds, (8.6)

Kn(t,s) =

b∫

a

K(t,τ)Kn−1(τ,s) dτ (8.7)

Çàìåòèì, ÷òî An+m = An · Am = Am · An, ïîýòîìó

Kn+m(t,s) =

b∫

a

Kn(t,τ)Km(τ,s) dτ =

b∫

a

Km(t,τ)Kn(τ,s)dτ. (8.8)

Êðîìå òîãî, âñå èòåðèðîâàíûå ÿäðà íåïðåðûâíû â ïðÿìîóãîëüíèêå
Ω = [a,b]× [a,b].

Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.1) ñ ïîìîùüþ èòåðèðîâàííûõ ÿäåð

x(t) = y(t) + λ

b∫

a

K1(t,s)y(s)ds + λ2

b∫

a

K2(t,s)y(s)ds + . . .

+λn

b∫

a

Kn(t,s)y(s)ds + . . . ,

(8.9)

ãäå ðÿä ñïðàâà â (8.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè óñëîâèè (8.4).
Ðàññìîòðèì ðÿä

K1(t,s) + λK2(t,s) + . . . + λn−1Kn(t,s) + . . . . (8.10)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8.4). Äåéñòâèòåëüíî,

|K2(t,s)| 6
b∫

a

|K(t,τ)||Km(τ,s)|dτ 6 M 2(b− a),

. . .
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|Kn(t,s)| 6 Mn(b− a)n−1.

Îòñþäà

|λn−1Kn(t,s) 6 |λ|n−1Mn(b− a)n−1 = Mqn−1,

ãäå q = |λ|M(b − a) < 1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (8.10) ìàæîðèðóåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∞∑
n=1

qn, 0 < q < 1. Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà
(8.10) ÷åðåç R(t,s; λ):

R(t,s; λ) = K(t,s) + λK2(t,s) + . . . + λn−1Kn(t,s) + . . . . (8.11)

Ôóíêöèÿ R(t,s; λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ïåðåìåííûì t è s è àíà�
ëèòè÷åñêîé ïî |λ| < 1

M(b−a) . Óìíîæèì (8.11) íà y(s), ïðîèíòåãðèðóåì
ïî÷ëåííî è äîáàâèì y(t), ïîëó÷èì

y(t) +

b∫

a

K(t,s)y(s)ds + λ

b∫

a

K2(t,s)y(s)ds + . . . .

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ (8.9), çàêëþ÷àåì, ÷òî

x(t) = y(t) + λ

b∫

a

R(t,s; λ)y(s)ds. (8.12)

Ôóíêöèÿ R(t,s; λ) íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì ÿäðîì èëè ðåçîëüâåíòîé
ÿäðà K(t,s). ⊗

Ôîðìóëà (8.12) âåðíà ëèøü ïðè λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (8.4).
Ïîýòîìó òàêèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ
ìàëûìè ÿäðàìè.

Ñóùåñòâóþò ÿäðà, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà (8.12) îïðåäåëÿåò ðåøå�
íèå ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ Íàïðèìåð, åñëè K2(t,s) = 0, òîãäà âñå ïî�
âòîðíûå ÿäðà îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ýòî ñëó÷àé ÿäðà, îðòîãîíàëüíîãî ñà�
ìîìó ñåáå. Ïðèìåðîì òàêîãî ÿäðà ñëóæèò ÿäðîK(t,s) = = sin(t) cos(s),
0 6 t,s 6 π.

Óïð àæí å í è å 8. Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) = λ

1∫

0

tsx(s)ds + y(t).
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà

x(t) = λ

t∫

a

K(t,s)x(s) ds + y(t). (8.13)

Óðàâíåíèÿ (8.13) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ
(8.1), åñëè â íåì ðàññìîòðåòü ÿäðî

K(t,s) =

{
K(t,s), s 6 t,

0, s > t.

Ïîýòîìó ê óðàâíåíèþ (8.13) ïðèìåíèìà âñÿ âûøå èçëîæåííàÿ òåîðèÿ.
Îöåíèì èòåðèðîâàííûå ÿäðà

|K2(t,s)| 6
t∫

s

|K(t,τ)||K(τ,s)| dτ 6 M 2|t− s| 6 M 2(b− a),

. . .

Kn(t,s) 6 Mn|t− s|n−1

(n− 1)!
6 Mn(b− a)n−1

(n− 1)!
.

(8.14)

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (8.11) áóäåò ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì λ. Ðåøåíèå óðàâ�
íåíèÿ (8.13) ïî àíàëîãèè ñ (8.12) çàïèøåòñÿ â âèäå

x(t) = y(t) + λ

t∫

a

R(t,s; λ) y(s) ds. (8.15)

Óïð àæí å í è å 9. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(t,s; λ) óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà
(8.13) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

R(t,s; λ) = K(t,s) + λ

t∫

s

K(t,τ)R(τ,s; λ) ds.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óðàâíåíèÿ (8.13) äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.8.2. Ïóñòü K(t,s) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåí�
íûì t è s. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y(t) â ïðîñòðàíñòâå
C[a,b] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.13), êîòîðîå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (8.15).
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Ïðèì å ð 15. Ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû ðåøèì èíòåãðàëüíîå óðàâ�
íåíèå Âîëüòåððà âèäà

x(t) = et +

t∫

0

et−sx(s) ds.

Â íàøåì ñëó÷àå λ = 1, K(t,s) = et−s. Âû÷èñëèì èòåðèðîâàííûå ÿäðà

K2(t,s) =

t∫

s

et−τeτ−s dτ = et−s(t− s),

K3(t,s) =

t∫

s

et−τeτ−s dτ = et−s (t− s)2

2!
,

. . .

Kn(t,s) = et−s (t− s)n−1

(n− 1)!
.

Ðåçîëüâåíòà R(t,s; 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ ñóììó

R(t,s; 1) = et−s + et−s t− s

1!
+ . . . + et−s (t− s)n

n!
+ . . . = e2(t−s).

Òîãäà ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ ïî ôîðìóëå (8.15) â
âèäå

x(t) = et +

t∫

0

e2(t−s)es∂s = e2t.

Çàäà÷è
1. Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì ðåçîëüâåíòû ÿäðà R(t,s; λ) â âèäå

(8.11), ïðîâåðèòü òàê íàçûâàåìûå ñîîòíîøåíèÿ Ôðåäãîëüìà

R(t,s; λ) = K(t,s) + λ

b∫

a

K(t,τ)R(t,τ ; λ)dτ,
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R(t,s; λ) = K(t,s) + λ

b∫

a

R(t,τ ; λ)K(τ,s)dτ.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð

x(t) + λ

b∫

a

R(t,s; λ)x(s)ds = Bx(t)

áóäåò îáðàòíûì ê îïåðàòîðó

x(t)− λ

b∫

a

K(t,s)x(s)ds = Ax(t).

2. Ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t)−
t∫

0

(t− s)x(s)ds = t2.

3.9. Çàìêíóòûå îïåðàòîðû. Ãðàôèê îïåðàòîðà
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå îáëàäà�

þò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, íå
ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì îãðàíè÷åííûìè. Òàêèì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ îïåðà�
òîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y ëèíåéíûé îïå�
ðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ X. Ìíîæåñòâî {(x,Ax) : x ∈
D(A), Ax ∈ R(A)} íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ
GrA. Ïîñêîëüêó A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî GrA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè�
íåéíîå ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå X × Y , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå
îïåðàòîðîì A. Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâåí, òî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå
GrA çàìêíóòî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â X × Y . Äåéñòâèòåëü�
íî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn, Axn) ⊂ GrA ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (x0, y0).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xn → x0, Axn → y0, òàê êàê íîðìó â äåêàðòîâîì ïðî�
âåäåíèå X × Y ìîæíî çàäàòü ïî ôîðìóëå (‖(x,Ay)‖ = ‖x‖ + ‖Ay‖).

Óïð àæí å í è å 10. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà ‖(x,Ay)‖ = ‖x‖ + ‖Ay‖ îïðåäå�
ëÿåò íîðìó â X × Y . Äàëåå, åñëè A � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òî y0 = Ax0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, (x0, y0) = (x0, Ax0) ∈ GrA.
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Îïð å ä å ë å í è å 3.9.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåò�
ñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ãðàôèê GrA ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì
â X × Y .

Ëåììà 3.9.1. Ïóñòü A : x → Y , A ∈ B(X,Y ) , ïðè÷åì D(A) =
X. Òîãäà A çàìêíóò. Ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå.

Ëåììà 3.9.2. Åñëè A çàìêíóò è îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùå�
ñòâóåò, òî A−1 òàêæå çàìêíóò.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ãðàôèêè îïåðàòîðîâ A è A−1 :
• GrA = {(x,Ax) : x ∈ D(A), Ax ∈ R(A)}
• Gr−1

A = {(y,A−1y) : y ∈ R(A), A−1y ∈ D(A)}.
Çàïèøåì Gr−1

A â äðóãîì âèäå Gr−1
A = {(Ax,x) : x ∈ D(A), Ax ∈

R(A)}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Gr−1
A çàìêíóòî, òàê êàê ïîëó÷à�

åòñÿ èç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà GrA ïåðåñòàíîâêîé. ⊗

Ëåììà 3.9.3. Åñëè A ∈ B(X,Y ) è A−1 ñóùåñòâóåò, òî A−1

çàìêíóò.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû çàìêíóòûõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèì å ð 16. Â ïðîñòðàíñòâå C[0,1] ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèô�
ôåðåíöèðîâàíèÿ A = d

dt , çàäàííûé íà íåçàìêíóòîì ëèíåéíîì ìíî�
ãîîáðàçèè C1[0,1] ⊂ C[0,1]. Îïåðàòîð, êàê ïîêàçàíî â ï.2, ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííûì, íî çàìêíóòûì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü (xn) ⊂ C1[0,1] ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê x0(t), à Axn = (xn)

′ �
ðàâíîìåðíî ê y0, òîãäà ïî èçâåñòíîé òåîðåìå î ïî÷ëåííîì äèôôåðåí�
öèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé x0 ∈ C1[0,1] è y0 = Ax0, ò. å. y0 = (x0)

′. Ýòî îçíà÷àåò çàìêíó�
òîñòü îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïðèì å ð 17. Â ïðîñòðàíñòâå l2 áåñêîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòåé ðàññìîòðèì îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåîãðàíè÷åííóþ ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü (en)

∞
n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â l2, òî�

ãäà îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Aen = λnen, n = 1,2, . . . , ãäå
|λn| → ∞ ïðè n → ∞. Äàííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì,
òàê êàê ‖Aen‖ = |λn|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî inf

n
|λn| = CA > 0.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A−1 íà ýëåìåíòàõ y ∈ l2,

y =
∞∑

k=1

ykek, A−1y =
∞∑

k=1

λ−1
k ykek,

êîòîðûé îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, ‖A−1y‖e2
6 sup

k
|λ−1

k | · ‖y‖e2
, ò. å.

‖A−1‖ 6 C−1
A < ∞.

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî A−1 � çàìêíóòûé îïåðàòîð
è ñîîòâåòñòâåííî, A çàìêíóò.

Òåîðåìà 3.9.1 (î çàìêíóòîì ãðàôèêå). Åñëè ëèíåéíûé îïåðà�
òîð A, îòîáðàæàþùèé áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X â áàíàõîâî ïðî�
ñòðàíñòâî Y , èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê, òî ýòîò îïåðàòîð îãðàíè�
÷åí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì GrA ⊂ X × Y êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ‖(x,Ax)‖ = ‖x‖+ ‖Ax‖. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
GrA � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó òàêîå ðàññìîòðåíèå ïðàâîìî÷�
íî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P1 : GrA → X, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
P1(x,Ax) = x. Îïåðàòîð P1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îãðàíè÷åííûì, ïî�
ñêîëüêó ‖P1(x,Ax)‖ = ‖x‖ 6 ‖x‖ + ‖Ax‖, ò. å. ‖P1‖ 6 1. Îïåðàòîð P1
îòîáðàæàåò GrA íà X âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îá�
ðàòíîì îïåðàòîðå, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð P−1

1 : X → GrA.
Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð P2 : GrA → Y òàêîé, ÷òî P2(x,Ax) = Ax. P2
òàêæå ëèíååí è îãðàíè÷åí. Òîãäà A = P2 ◦ P−1

1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îãðàíè÷åííûì êàê êîìïîçèöèÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. ⊗

Òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà çàìêíóòîì
ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè, ò. å. íà ïîäïðîñòðàíñòâå áàíàõîâà ïðîñòðàí�
ñòâà îãðàíè÷åí. Íî åñëè îí îïðåäåëåí íà íåçàìêíóòîì ëèíåéíîì ìíî�
ãîîáðàçèè, íàïðèìåð, êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî â íåì èìå�
þòñÿ íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà, áëèçêèå ê íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ èçó�
÷åíèÿ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ öåëåñîîáðàçíî âî ìíîæåñòâå X ââåñòè
íîâóþ íîðìó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ íîðìîé ãðàôèêà. Èìåííî òàê ìû è
îïðåäåëèëè íîðìó â X × Y .
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Çàäà÷è
1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î çàìêíóòîì ãðàôèêå, äîêàçàòü òåîðåìó Áà�

íàõà � Øòåéíãàóçà.
2. Äîêàçàòü òåîðåìó îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè : "Âñÿêîå íåïðå�

ðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : X → Y , ãäå X è Y � áàíàõîâû ïðî�
ñòðàíñòâà, ïåðåâîäèò îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X â îòêðûòîå
ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y . "3. Ïóñòü A : H → H � çàìêíóòûé îïåðà�
òîð. Äîêàçàòü, ÷òî
• KerA � ïîäïðîñòðàíñòâî â H;
• Åñëè B ∈ B(H), òî A + B � çàìêíóò.

4. Ïóñòü A � çàìêíóòûé îïåðàòîð â H. Âåðíî ëè, ÷òî
• D(A) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;
• R(A) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

3.10. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà
Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì

îïåðàòîð f : X → R(C), êîòîðûé íàçîâåì ôóíêöèîíàëîì. Îáîçíà÷èì
åãî êàê f(x), x ∈ X.

Îïð å ä å ë å í è å 3.10.1. Ôóíêöèîíàë f íàçûâàåòñÿ ëèíåé�
íûì ôóíêöèîíàëîì, åñëè f(αx + βy) = αf(x) + βf(y), x,y ∈ X,
α,β ∈ R(C). Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè
äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)| 6 C‖x‖
ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ X. Íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò C, ñîâïàäàþùàÿ ñ
÷èñëîì sup

‖x‖=1
|f(x)| íàçûâàåòñÿ íîðìîé ôóíêöèîíàëà è îáîçíà÷àåòñÿ

‖f‖. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà ýêâèâàëåíòíà åãî íåïðåðûâíîñòè.
Âñå òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,

ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèîíàëîâ.

Ïðèì å ð 18. Ïóñòü X = Rn, e1, . . . ,en ∈ Rn � åãî áàçèñ. Ðàñ�
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Rn è ðàçëîæèì åãî ïî áàçèñó:
x =

n∑
k=1

xkek. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íà ýëåìåíòå x, òî�
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ãäà

f(x) = f
( n∑

k=1

xkek

)
=

n∑

k=1

xkf(ek) =
n∑

k=1

xkyk = (x,y) Rn,

ãäå y = (y1, . . . ,yk, . . . ,yn), yk = f(ek). Èç îöåíêè |f(x)| = |(x,y)| 6
6 ‖y‖Rn · ‖x‖Rn âûòåêàåò, ÷òî âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â ïðîñòðàí�
ñòâå Rn ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è ‖f‖ 6 ‖y‖Rn.

Ïðèì å ð 19. Ïóñòü X = C[a,b]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë f(x) =

=
n∑

k=1
Ckx(tk), ãäå {tk}n

k=1 � ñèñòåìà òî÷åê íà îòðåçêå [a,b]. Ïðèìåðîì òà�
êîãî ôóíêöèîíàëà ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ðàçíîñòè ôóíêöèè x(t) ∈ C[a,b].
Äàííûé ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî,

|f(x)| 6
n∑

k=1

|Ck||x(tk)| 6
n∑

k=1

|Ck| max
a6t6b

|x(t)|, ‖f‖ 6
n∑

k=1

|Ck|.

Ïðèì å ð 20. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå C[a,b] ôóíêöèîíàë âè�
äà

f(x) =

b∫

a

a(t)x(t) dt,

ãäå a(t) � íåïðåðûâíàÿ ëèáî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðèìåðîì òàêî�
ãî ôóíêöèîíàëà ñëóæàò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Äàííûé ôóíêöèîíàë

ëèíååí è îãðàíè÷èì, ïðè÷åì ‖f‖ 6
b∫
a

|a(t)| dt.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ,
îïðåäåëåííûõ íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, B(X, R). Ýòî áàíà�
õîâî ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Rn áàíàõîâî. Îíî íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâó X è îáîçíà÷àåòñÿ X∗.

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ñõî�
äèìîñòè.

Îïð å ä å ë å í è å 3.10.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)
∞
n=1 ⊂ X∗ ñõîäèò�

ñÿ ê f ∈ X∗

• ñèëüíî, åñëè ‖fn − f‖ −−−→
n→∞

0;
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• ñëàáî, åñëè fn(x) −−−→
n→∞

f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî
ââåñòè íîâûé òèï ñõîäèìîñòè.

Îïð å ä å ë å í è å 3.10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ X ñõîäèòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå X ê ýëåìåíòó x ∈ X ñëàáî, åñëè äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X? ñïðàâåäëèâî f(xn) → f(x) ïðè
n →∞.

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè òåîðåìó 3.4.4 î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíî�
ãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î ïðîäîëæå�
íèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà. Ýòî òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà.
Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ òåîðåì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è
ñïðàâåäëèâà äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà îáùåãî âèäà. Ìû äîêà�
æåì åå äëÿ ñëó÷àÿ ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 3.10.1 (Õàíà�Áàíàõà). Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå áà�
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X0 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàí
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f : X → R(C), ïðîäîëæàþùèé f0, è ïðè
òîì òàêîé, ÷òî

‖f‖ = ‖f0‖.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ñåïàðàáåëüíî, òî â X
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
X

′
, òîãäà (X ′ = X. Çàíóìåðóåì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . òå

ýëåìåíòû èç X
′, êîòîðûå íå ïîïàëè â X0. Òîãäà

X
′
=

∞⋃
n=1

Xn, Xn = {X0,x1, . . . , xn}. (10.1)

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f0, çàäàííîãî íà X0, ñòðîèì ïî èíäóêöèè.
Ñíà÷àëà ïðîäîëæèì f0 íà ïîäïðîñòðàíñòâî X1 = X0 + {x1}. Êàæäûé
ýëåìåíò èç X1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x = x0 + tx1, t ∈ R, x0 ∈ X0. (10.2)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò äðóãîå åãî ïðåäñòàâëåíèå, íàïðèìåð,
y0 + t

′
x1, ãäå y0 ∈ X0, t

′ ∈ R, òî x0 + tx1 = y0 + t
′
x1, èëè

x0 − y0 = (t− t
′
)x1. (10.3)
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Åñëè t
′

= t, òî x0 = y0; åñëè æå t
′ 6= t, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (10.3) ïðåä�

ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ýëåìåíò ëèíåéíîé îáîëî÷êè ýëåìåíòà x1 â
òî âðåìÿ êàê ëåâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç X0.

Îïðåäåëèì íà X1 ôóíêöèîíàë f1, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (10.2),
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

f1(x) = f0(x0)− γt, (10.4)

ãäå γ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ. Çàôèêñèðóåì
ýëåìåíò x ∈ X1 è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ z1, z2 ∈ X0 âûïèøåì
ñëåäóþùóþ öåïî÷êó, ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöè�
îíàëà f0 :

f0(z1)− f0(z2) =f0(z1 − z2) 6 ‖f0(z1 − z2)‖ 6 ‖f0‖ · ‖z1 − z2‖ 6
6 ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖+ ‖f0‖ · ‖z2 + x1‖.

Îòêóäà

f0(z1)− ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖ 6 f0(z2) + ‖f0‖ · ‖z2 + x1‖. (10.5)

Â (10.5) ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì z1, à z2 áóäåì ìåíÿòü â ïðåäåëàõ X0. Òî�
ãäà ôóíêöèîíàë f0(z2)+‖f0‖·‖z2+x1‖ áóäåò îãðàíè÷åí ñíèçó íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C, ãäå C � çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè ïðè z1 ôèêñèðîâàííîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

β = inf
z2∈x0

{‖f0‖ · ‖z2 + x1‖+ f0(z2)
}
. (10.6)

Çàòåì â (10.5) çàôèêñèðóåì z2, áóäåì ìåíÿòü z1 â ïðåäåëàõ X0. Ïîëó�
÷èì, ÷òî f0(z1)−‖f0‖ ·‖z1 +x1‖ 6 C1, ãäå C1 � çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè â
ñîîòíîøåíèè (10.5) ïðè ôèêñèðîâàííîì z2. Èç îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó
âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

α = sup
x1∈X0

{
f0(z1)− ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖

}
. (10.7)

Òîãäà

f0(z1)− ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖ 6 sup
x1∈X0

{
f0(z1)− ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖

}
6

6 inf
z2∈x0

{‖f0‖ · ‖z2 + x1‖+ f0(z2)
}

6 ‖f0‖ · ‖z2 + x1‖+ f0(z2).
(10.8)
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Èç (10.5) � (10.8) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî γ, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó

α 6 γ 6 β. (10.9)
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ X0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî âèäà

f0(z)− ‖f0‖ · ‖z + x1‖ 6 γ 6 f0(z) + ‖f0‖ · ‖z + x1‖.
Ïîñêîëüêó γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10.9), ò. å. γ ∈ [α,β], òî îíî

âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è íå åäèíñòâåííî.
Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (10.4) çàäàåò ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f0.

Åñëè x = x0 ∈ X0, òî èç (10.2) ñëåäóåò, ÷òî t = 0. Òîãäà f1(x) = f0(x0).
Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà f1 âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè f0. Äîêàæåì, ÷òî
‖f1‖ = ‖f0‖.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ γ, èìååì

f0(z1)− ‖f0‖ · ‖z1 + x1‖ 6 γ.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà |t| è ðàññìîòðèì z1 = x0

t . Òîãäà ïðè
t > 0 áóäåì èìåòü

f0(x0)− γt 6 ‖f0‖ · ‖x0 + tx1‖
èëè

f1(x) 6 ‖f0‖ · ‖x‖.
Ïðè t < 0 íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

f1(x) > −‖f0‖ · ‖x‖.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |f1(x)| 6 ‖f0‖ · ‖x‖ èëè

‖f1‖ 6 ‖f0‖. (10.10)

Äàëåå,

‖f0‖ = sup
x∈X0
‖x‖=1

|f0(x)| 6 sup
x∈X1
‖x‖=1

|f0(x)| = sup
x∈X1
‖x‖=1

|f1(x)| = ‖f‖. (10.11)

Èç (10.10) � (10.11) ñëåäóåò, ÷òî ‖f1‖ = ‖f0‖.
Çàòåì ôóíêöèîíàë f1 ïðîäîëæàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ïîä�

ïðîñòðàíñòâî X2 = X1 + {x2} è ò. ä.



54 3. ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â çàêëþ÷åíèè ôóíêöèîíàë, ïîñòðîåííûé íà X
′ ïðîäîëæàåì ïî

íåïðåðûâíîñòè íà âñå ïðîñòðàíñòâî X (ñìîòðèòå òåîðåìó 3.4.4 î ïðî�
äîëæåíèè ïî íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). ⊗

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñ�
ïîëüçóåòñÿ ëåììà Öîðíà [ ].

Óïð àæí å í è å 11. Â ïðîñòðàíñòâå X = R2 ñ íîðìîé ‖x‖R2 = max{|x1|, |x2|}
çàäàíî ïîäïðîñòðàíñòâî L = {x ∈ R2 : x1−2x2 = 0}. Îïðåäåëèì íà L ôóíêöèîíàë
f0(x) = x1 äëÿ âñåõ x ∈ L. Ïîñòðîèòü åãî ïðîäîëæåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî R2.

Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç ôóíäàìåíòàëü�
íûõ ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è áóäåò â äàëüíåéøåì ÷à�
ñòî ïðèìåíÿòüñÿ. Ïðåæäå âñåãî îíà ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, åñëè
X 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ëè âîîáùå íà X ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíê�
öèîíàëû, ò. å. áóäåò ëè X∗ 6= 0. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí.

Ñëåäñòâèå 3.10.1 (îá îòäåëèìîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå X).
Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è x0 ∈ X, x0 6= 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå
X, ÷òî
1) ‖f‖ = 1;

2) f(x0) = ‖x0‖.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå X0, ïîðîæ�
äåííîå ýëåìåíòîì x0 = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X0, x = tx0,
t ∈ K, çàäàäèì ôóíêöèîíàë f0(x) = t‖x0‖. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë
f0 ëèíååí è ‖f0‖ = 1, òàê êàê

|f0(x)| = |t| · ‖x0‖ = ‖tx0‖ = ‖x‖,

ïðè÷åì f0(x0) = ‖x0‖. Ïî òåîðåìå 3.10.1 ïðîäîëæèì f0 íà âñå ïðîñòðàí�
ñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, ïîëó÷èì f : X → R(C). ⊗

Äàííîå ñëåäñòâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå è òàê : ïóñòü x,y ∈ E
è x 6= y, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, ÷òî f(x) 6= f(y),
ò. å. ôóíêöèîíàë f ðàçäåëÿåò òî÷êè x è y â ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ òàê ìíîãî êàê
òî÷åê â íîðìèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîì äàííûå
ôóíêöèîíàëû çàäàíû.

Óïð àæí å í è å 12. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ñëåäñòâèÿ â R2.
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Ñëåäñòâèå 3.10.2 (îá îòäåëèìîñòè òî÷êè îò ïðîñòðàíñòâà).
Ïóñòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî ïîäïðîñòðàíñòâî X0
è ýëåìåíò x0 òàêîé, ÷òî ρ(x0,X0) = d > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, ÷òî
1) f(x0) = 1;

2) f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X0;

3) ‖f‖ =
1

d
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî X1 = X0 + {x0},
òîãäà êàæäûé åãî ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = y + tx0, y ∈ X0, t ∈ R.

Íà X1 ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë f0(x) = t, êîòîðûé ëèíååí è îãðàíè÷åí,
ïîñêîëüêó

|f0(x)| = |t| = |t| · ‖x‖
‖x‖ =

1

‖x
t ‖
· ‖x‖ =

1

‖y
t + x0‖ · ‖x‖ 6 1

d
· ‖x‖,

ãäå
d = inf

y∈X0

‖x0 − y‖ 6 ‖x0 − y‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ 6 1
d . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ X0 t = 0, ïîýòîìó

f0(x) = 0. Åñëè æå x = x0, òî t = 1 è f0(x0) = 1.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî ‖f0‖ > 1

d . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðàññòîÿ�
íèÿ îò x0 äî ïîäïðîñòðàíñòâà X0, ïîëó÷èì

d 6 ‖x0 − yn‖ < d +
1

n

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn) ⊂ X0. Èìååì

1 = f0(x0) = f0(x0)− f0(yn) = f0(x0 − yn) 6

6 |f0(x0 − yn)| 6 ‖f0‖ · ‖x0 − yn‖ < ‖f0‖
(
d +

1

n

)
.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n →∞ ïîëó÷èì, ÷òî
1 6 ‖f0‖ · d. Îòêóäà ‖f0‖ > 1

d . Çàòåì ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàë f0 íà âñå
ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà. ⊗
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Ñëåäñòâèå 3.10.3. Ìíîæåñòâî M âñþäó ïëîòíî â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà
f ∈ X∗ òàêîãî, ÷òî f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ M ñëåäóåò, ÷òî f = 0, ò. å.
f(x) = 0, x ∈ X .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M = X. Òîãäà äëÿ ëþáî�
ãî ýëåìåíòà x ∈ X íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ M , ÷òî xn → x
ïðè n → ∞. Òîãäà f(xn) → f(x) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
f. Ïîñêîëüêó f(xn) = 0, òî f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, ò. å. f = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåä�
ñòâèÿ, íî M 6= X . Ïóñòü x0 ∈ X \ M è ρ(x0, M) = d > 0. Òîãäà ïî
ñëåäñòâèþ 3.10.2 íàéäåòñÿ ôóíêöèîíàë f ∈ X? òàêîé, ÷òî ‖f‖ = 1

d ,
f(x0) = 1 , à f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ M . Íî òîãäà î óñëîâèþ òåîðåìû
ôóíêöèîíàë f = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ f(x0) = 1. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.10.4. Ïóñòü {xk}n
k=1 � ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà

ýëåìåíòîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà íàéäåòñÿ ñèñòåìà
{fe}n

e=1 � ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X, ÷òî

fe(xk) =

{
1, k = e,
0, k 6= e, k, e = 1, 2, . . . , n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì x1, à ÷åðåç X1 îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàí�
ñòâî, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè x2, · · · , xn. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.2 ñóùå�
ñòâóåò ôóíêöèîíàë f1 ∈ X∗ òàêîé, ÷òî f1(x1) = 1, f1(xi) = 0,
i = 2, 3, . . . , n. Äàëüøå ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî. Ðàññìîòðèì x2 è ïîäïðî�
ñòðàíñòâî X2 = L

({x1, x3, . . . , xn}
)
. Òîãäà íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè�

÷åííûé ôóíêöèîíàëf2 ∈ X∗, îòäåëÿþùèé òî÷êó x2 îò ïîäïðîñòðàíñòâà
X2, ò. å. f2(x2) = 1 , f2(x) = 0, åñëè x ∈ {x1, x3, . . . , xn} è òàê äàëåå. ⊗

Îïð å ä å ë å í è å 3.10.4. Ñèñòåìà {xk}1
k=1 ⊂ X è ñèñòåìà ôóíêöèî�

íàëîâ {fe}n
e=1 ⊂ X∗ íàçûâàþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè, åñëè

fe(xk) =

{
1, e = k,
0, e 6= k, k, e = 1, 2, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 3.10.5. Ïóñòü {fk}n
k=1 ⊂ X∗ � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ

ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ. Òîãäà â X íàéäåòñÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xe}n
e=1,

áèîðòîãîíàëüíàÿ ê íåé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Åñëè f1 6= 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëå�
ìåíò y1 ∈ X, ÷òî f1(y1) 6= 0. Òîãäà x1 = y1

f(y1)
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû

ïîñòðîèëè m ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X ðàññìîòðèì
ýëåìåíò y = x−

m∑
i=1

fi(x)xi è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ôóíêöè�
îíàëîâ íà íåì

fk(y) = fk(x)−
m∑

i=1

fi(x)fk(xi) = fk(x)− fk(x) = 0 k = 1, 2, . . . ,m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàâåíñòâî fm+1(y) = 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
âñåõ x ∈ X, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçàëîñü áû, ÷òî

fm+1(x) =
m∑

k=1

fk(x)fm(xk)

èëè
fm+1 =

m∑

k=1

fm(xk)fk.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñèñòåìà {f1, . . . ,fm,fm+1}
çàâèñèìà. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò ym+1, ÷òî

fm+1(ym+1) 6= 0, xm+1 =
ym+1

f(ym+1)
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. ⊗

Çàäà÷è
1. Ïóñòü x0(t) � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì â C[0,1] ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé x0(t) ∈
C[0,1], L = {αx0(t), α ∈ R}. Íà L îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f0 : f0(x) =
λ, x = λx0. Âû÷èñëèòü ‖f0. Ïðîäîëæèòü åãî íà âñå ïðîñòðàíñòâî C[0,1]
ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû.

2. Íà ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü L = {x ∈ R2 :
x1 − x2 = 0}. Íà L îïðåäåëèì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé (ïðîâåðèòü!)
ôóíêöèîíàë f0(x) = 1

2x1. Ïðîäîëæèòü åãî íà âñþ ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíå�
íèåì íîðìû. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà íà ïëîñêîñòè çàäàíû íîðìû
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âèäà:
‖x‖k = max{|x1|, |x2|} ‖x‖c =

√
x2

1 + x2
2.

3. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ⊂ H � ïîäïðîñòðàíñòâî,
íà êîòîðîì çàäàí ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f0. Ïîñòðîèòü
ïðîäîëæåíèå åãî íà âñå H è äîêàçàòü, ÷òî òàêîå ïðîäîëæåíèå åäèí�
ñòâåííî.

4. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî

‖x‖ = {sup |f(x)| : f ∈ X∗, ‖f‖ = 1}.

3.11. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî è åãî ñòðóêòóðà
Â ïðèìåðå 18 ï. 3.10 ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöè�

îíàë f â ïðîñòðàíñòâå Rn îãðàíè÷åí è èìååò âèä f(x) = (x,y), ãäå
y = (y1, . . . , yn), yi = f(ei), e1, . . . , en � áàçèñ Rn, ïðè÷åì ‖f‖ 6 ‖y‖.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü x0 = (sign y1, sign y2, . . . , sign yn), ‖x0‖ = 1,
òîãäà

‖y‖ =
n∑

k=1

|yk = |f(x0)| 6 ‖f‖ · ‖x0‖ = ‖f‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f0‖ = ‖y‖.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäîìó ëèíåéíîìó îãðàíè÷åí�

íîìó ôóíêöèîíàëó f ∈ (Rn)∗ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y ∈ Rn

òàêîé, ÷òî ‖f‖ = ‖y‖, ò. å. ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè (Rn)∗ è Rn ñóùåñòâó�
åò ãîìåîìîðôèçì ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû. Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî â ïðîèçâîëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Òåîðåìà 3.11.1 Ô. Ðèññà. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí�
ñòâî. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ H∗ ñó�
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ H òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ H

f(x) = (x,y)H , ‖f‖ = ‖y‖. (11.1)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L = Kerf = {z ∈ H : f(z) = 0}, òîãäà L
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â H. Åñëè L = H, òî ïî ñëåäñòâèþ 3.10.3
èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà f = 0, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y = 0.
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Ïóñòü L ⊂ H, òîãäà H = L⊕ L⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
z0⊥L òàêîé, ÷òî f(z0) 6= 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ H è ïî íåìó ïîñòðîèì
z = x− z0

f(z0)
· f(x), êîòîðûé ëåæèò â L. Äåéñòâèòåëüíî,

f(z) = f(x)− f(z0)

f(z0)
· f(x) = 0.

Íî òîãäà z⊥z0. Ïîýòîìó

(z,z0)H = 0 = (x,z0)H − (z0,z0)H

f(z0)
· f(x).

Îòêóäà

f(x) = (x,y)H , y =
f(z0)

‖z0‖2 · z0.

Äàëåå, ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|f(x)| = |(x,y)H | 6 ‖y‖ · ‖x‖.
Ïîýòîìó ‖f‖ 6 ‖y‖. Äëÿ x = y èìååì

‖f‖ > |f(y)|
‖y‖ =

|(y,y)|
‖y‖ = ‖y‖.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó�
þò äâà ýëåìåíòà y1 è y2 èç H òàêèå, ÷òî f(x) = (x,y1) = (x,y2). Òîãäà
(x, y1 − y2) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ H. Ïðè x = y1 − y2 èìååì ‖y1 − y2‖ = 0
èëè y1 = y2. ⊗

Çàìå÷àíèå 3.11.1. Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùåå
íîðìó âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó H∗ è H. Ýòî ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà H è H∗.

Óïð àæí å í è å 13. Äîêàæèòå òåîðåìó Ðèññà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Óïð àæí å í è å 14. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðèññà äîêàæèòå òåîðåìó Õàíà-Áàíà�
õà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíîçíà÷íî ëè â ýòîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå?

Ðàññìîòðèì îáùèé âèä ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà â
ïðîñòðàíñòâå C[a,b].
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Òåîðåìà 3.11.2 Ô. Ðèññ. Êàæäûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) =

b∫

a

x(t)dg(t), (11.2)

ãäå g(t) ∈ V [a,b]. Ïðè ýòîì

‖f‖ =
b∨
a

(g). (11.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðàâîé ÷àñòè (11.2) çàäàí èíòåãðàë Ðè�
ìàíà�Ñòèëòüåñà. Ïîñêîëüêó îí ëèíååí, òî è f � ëèíååí. Èç îöåíêè
èíòåãðàëà ïîëó÷èì

|f(x)| 6
b∫

a

|x(t)|dg(t) 6
b∫

a

dg(t) · max
a6t6b

|x(t)| 6
b∨
a

(g) · ‖x‖C[a,b],

ãäå
b∨
a
(g) � ïîëíîå èçìåíåíèå (ïîëíàÿ âàðèàöèÿ) ôóíêöèè g. Çíà÷èò,

‖f‖ 6
b∨
a
(g), ò. å. ôóíêöèîíàë f îãðàíè÷åí.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ (C[a,b])∗. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàëó f ìîæíî
ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ g ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì íà
îòðåçêå [a,b] òàêóþ, ÷òî

f(x) =

b∫

a

x(t)dg(t),
b∨
a

(g) 6 ‖f‖.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C[a,b] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðî�
ñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé B[a,b] ñ ‖x‖B[a,b] =
= sup

a6t6b
|x(t)|. Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàë f íà

ïðîñòðàíñòâî B[a,b]. Ïóñòü F � ýòî ïðîäîëæåíèå è ‖F‖ = ‖f‖. Ðàñ�
ñìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà

ya(t) = 0, yτ(t) =

{
1 , t 6 τ,
0 , t > τ, åñëè τ > a.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû ñëåâà è íà
íèõ ôóíêöèîíàë F îïðåäåëåí. Ïîëîæèì g(τ) = F (yτ) è ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b] : a = t0 < t1 <
. . . < tn−1 < tn = b è ïîëîæèì εk = sign(g(tk)− g(tk−1)). Òîãäà

n∑

k=1

|g(tk)− g(tk−1)| =
n∑

k=1

εk(g(tk)− g(tk−1)) =

=
n∑

k=1

εk

(
F (ytk)− F (ytk−1

)
)

= F
( n∑

k=1

εk(ytk(t)− ytk−1
(t))

)
6 ‖F‖ · ‖v)‖,

ãäå

v(t) =
n∑

k=1

εk(ytk(t)− ytk−1
(t)).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ v(t) ïðèíèìàåò
ëèøü çíà÷åíèÿ 0,±1, ïîýòîìó ‖v‖ = 1. Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííûå ðàñ�
ñóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ, òî

b∨
a

(g) 6 ‖F‖ = ‖f‖.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ‖f‖ =
b∨
a
(g), ò. å. (11.3) âåðíî. Ìû ïî

ôóíêöèîíàëó F ïîñòðîèëè ôóíêöèþ g ∈ V [a,b]. Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìî�
ùüþ ýòîé ôóíêöèè ôóíêöèîíàë F è, ñîîòâåòñòâåííî, f çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå èíòåãðàëà (11.2).

Ïóñòü x(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Çàäàäèì ïðîèç�
âîëüíîå ε > 0 è ïî íåìó ïîñòðîèì δ > 0 òàê, ÷òîáû |x(t

′
)− x(t

′′
))| < ε

êàê òîëüêî |t′ − t
′′| < δ. Ñ ïîìîùüþ δ ðàçîáüåì îòðåçîê [a,b] íà ÷àñòè ñ

øàãîì δ. Ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ xε(t) :

xε(a) = x(a), xε(t) = x(tk), ïðè tk−1 < t 6 tk, k = 1, 2, . . . , n.

Åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ñì. ðèñ. 3.1)

xε(t) =
n∑

k=1

x(tk)
(
ytk(t)− ytk−1

(t)
)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ‖xε(t)− x(t)‖ < ε äëÿ âñåõ t ∈ [a,b]. Òîãäà

F (xε) =
n∑

k=1

x(tk)
(
g(ytk)− g(ytk−1

)
)
,

ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ èíòåãðàëà
b∫
a

x(t)dg(t). Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ

|F (xε)−
b∫

a

x(t)dg(t) < ε.

Äàëåå,
|F (x)− F (xε)| 6 ‖F‖ · ‖x− xε‖ 6 ‖F‖ · ε.

Ïîýòîìó, |F (x)−
b∫
a

x(t)dg(t)| < ε.
Ïðè x ∈ C[a,b] F (x) = f(x). Ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (11.2) ⊗

Çàìå÷àíèå 3.11.2. Ôóíêöèÿ g ïî ôóíêöèîíàëó f îïðåäåëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íî. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü îò g íåïðåðûâíîñòè ñëåâà è çàäàòü
çíà÷åíèå g(a), òî g ïî f áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðèì å ð 21. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë f ∈ (C[a− 1,1])∗, çàäàâà�
åìûé ôîðìóëîé

f(x) =
x(−1) + x(1)

2
+

1∫

−1

tx(t)dt.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.11.2, çàïèøåì ôóíêöèþ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíå�
íèåì, íåïðåðûâíóþ ñëåâà è g(−1) = 0. Ôóíêöèÿ g(t) äîëæíà áûòü
äèôôåðåíöèðóåìîé ïî÷òè âñþäó íà [−1,1], ïðè÷åì g

′
(t) = t ïî÷òè âñþ�

äó. Êðîìå òîãî â òî÷êàõ t = −1 è t = 1 îíà òåðïèò ñêà÷îê âåëè÷èíû 1
2 .

Çíà÷èò,

g(t) =





0, t = 1,
t2

2 , −1 6 t 6 1,
1, t = 1.

1∨
−1

(g) = 2.

Ïîýòîìó ‖f‖ = 2.



3.12. Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è èõ ïðèìåíåíèå 63

Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ôóíêöèîíàë f ∈ (C1[a,b])∗ ïðåäñòàâèì â

âèäå

f(x) = αx(a) +

b∫

a

x
′
(t)dg(t),

ãäå α � ÷èñëî, g ∈ V [a,b].
2. Äîêàçàòü, ÷òî f ∈ (C[a,b])∗ è íàéòè ‖f‖, åñëè:

1) f(x) = αx(a) + βx(b), α, β ∈ R;

2) f(x) =
b∫
a

p(t)x(t) dt, p(t) ∈ C[a,b];

3) f(x) =
b∫
a

x(t)dt− x(a+b
2 ).

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f(x) = x(0)

â ïðîñòðàíñòâå C[−1,1] íå ïðåäñòàâèì â âèäå f(x) =
b∫
a

x(t)g(t) dt.

3.12. Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è èõ ïðèìåíåíèå
Ñîïðÿæåííûå è ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû øèðîêî èñïîëüçóþò�

ñÿ â âûñøåé ìàòåìàòèêå. Òàê, â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ñ èõ ïîìîùüþ îáîñíîâûâàåòñÿ òåîðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ãðàíè÷�
íûõ çàäà÷. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà îïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå ñàìîñîïðÿæåí�
íûõ îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y è A ∈ B(X,Y ),
f � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàí�
ñòâå Y, ò. å. f ∈ Y ∗. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ X ïîëîæèì

g(x) = f(Ax). (12.1)
Ôîðìóëà (12.1) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë â ïðî�
ñòðàíñòâå X. Äåéñòâèòåëüíî,

g(αx + βy) = f
(
A(αx + βy)

)
= f(αAx + βAy) =

= αf(Ax) + βf(Ay) = αg(x) + βg(y),

|g(x)| = |f(Ax)| 6 ‖f‖ · ‖Ax‖ 6 ‖f‖ · ‖A‖ · ‖x‖,



64 3. ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ò. å.
‖g‖ 6 ‖f‖ · ‖A‖. (12.2)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëå�
ìåíòó f ∈ Y ∗ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò g ∈ X∗. Îïå�
ðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé ýòî ñîîòâåòñòâèå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A∗.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.12.1. Ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A∗ : Y ∗ → X∗

ê ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó A : X → Y íàçûâàåòñÿ îïåðà�
òîð, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

A∗f = g èëè f(Ax) = A∗f(x) (12.3)
äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïîêàæåì, ÷òî A∗ ∈ B(Y ∗,X∗).

Òåîðåìà 3.12.1. Cîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé�
íûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç Y ∗ â X∗ è ‖A∗‖ = ‖A‖.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ
f1,f2 ∈ Y ∗ è ëþáûõ ñêàëÿðîâ α,β ∈ K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A∗(αf1 + βf2) = αA∗f1 + βA∗f2.

Äåéñòâèòåëüíî,
A∗(αf1 + βf2)(x) = (αf1 + βf2)(Ax) = αf1(Ax) + βf2(Ax) =

= αA∗f1(x) + βA∗f2(x)

Èç ôîðìóëû (12.2) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A∗, òàê êàê
‖g‖ = ‖A∗f‖ 6 ‖A‖ · ‖f‖, èëè

‖A∗‖ 6 ‖A‖.
C äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü x0 ∈ X è Ax0 6= 0. Cîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.10.2
èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f0 ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî
‖f0‖ = 1 è f0(Ax0) = ‖Ax0‖. Òîãäà

‖Ax0‖ = f0(Ax0) = |f0(Ax0)| = |A∗f0(x)| 6 ‖A∗‖ · ‖f0‖ · ‖x0‖.
Îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ‖A‖ 6 ‖A∗‖. ⊗

Ìû äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A ∈ B(X,Y ) ïîñòðîèëè ñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð A∗ ∈ B(Y ∗,X∗), îïðåäåëèâ òåì ñàìûì îïåðàöèþ ñîïðÿæå�
íèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà.
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Ñâî é ñ ò â î 3.12.1.

(A + B)∗ = A∗ + B∗; (αA)∗ = αA∗.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

(A + B)∗f(x) = f(A + B)(x) = f(Ax) + f(Bx) = A∗f(x) + B∗f(x);

(αA)∗f(x) = f(αA)(x) = αf(Ax) = αA∗f(x).

⊗
Ñâî é ñ ò â î 3.12.2.

‖A‖ = ‖A∗‖.
Ýòî ñâîéñòâî äîêàçàíî â òåîðåìå 3.12.1.

Ñâî é ñ ò â î 3.12.3. Ïóñòü X = Y. Òîãäà

(AB)∗ = B∗A∗; I∗ = I.

Óïð àæí å í è å 15. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 3.12.3.

Ñâî é ñ ò â î 3.12.4. Åñëè îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàò�
íûé A−1, òî è A∗ òàêæå îáðàòèì, ïðè÷åì

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g = A∗f è y = Ax. Òîãäà

(A∗)−1g(y) = f(y) = f(Ax) = A∗f(x) = g(x) = g(A−1y) = (A−1)∗g(y),

ò. å. (A∗)−1 = (A−1)∗ ⊗
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèì å ð 22. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X = Y = l2 çàäàíû íàä ïîëåì
C è ïóñòü x ∈ l2. Îïðåäåëèì îïåðàòîð A : l2 → l2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ax = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
n

α1x1, . . .),

ãäå
(
αi

)∞
i=1 � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â C.
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî
ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷èì

f(Ax) = (Ax,y)l2 =
∞∑
i=1

αixiyi+k =
∞∑
i=1

xiαiyi+k =
∞∑
i=1

xiαiyi+k = A∗f(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

A∗f(x) = (x,z)l2 =
∞∑
i=1

xizi,

ãäå z = A∗y, zi = αiyi+k. Ñëåäîâàòåëüíî,

A∗y = (α1yk+1,α2yk+2, . . .).

Çäåñü ìû çàìåíèëè ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëîâ èçîìîðôíûì åìó
ïðîñòðàíñòâîì, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâîì `2.

Ïðèì å ð 23. Ïóñòü X = Y = L2[a,b]. îïåðàòîð

Ax(t) =

b∫

a

K (t,s)x(s) ds

ñ ÿäðîì K (t,s) óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ
b∫

a

b∫

a

|K (t,s)|2 dt ds < ∞.

Ïîñòóïèì, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, çàìåíèì ïðîñòðàíñòâî (L2[a,b])∗

íà åìó èçîìîðôíîå L2[a,b]. Ïîëó÷èì

f(Ax) = (Ax,y)L2[a,b] =

b∫

a

Ax(t)y(t) dt =

b∫

a

( b∫

a

K (t,s)x(s) ds
)
y(t) dt =

=

b∫

a

x(s)
( b∫

a

K (t,s)y(t) dt
)
ds =

b∫

a

x(t)
( b∫

a

K (s,t)y(s) ds
)
dt =
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=

b∫

a

x(t)z(t) dt = (x,z) = A∗f(x),

ãäå

z(t) = A∗y(t) =

b∫

a

K (s,t)y(s) ds. (12.4)

Â öåïî÷êå ðàâåíñòâ ìû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó Ôóáèíè î ïåðåìåíå
ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì t è s â èíòåãðàëå Ëåáåãà. Ôîð�
ìóëà (12.4) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñîïðÿæåííûì ê èíòåãðàëüíîìó îïåðà�
òîðó Ôðåäãîëüìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì K (s,t) �
òðàíñïîíèðîâàííûì ê èñõîäíîìó K (t,s).

Ïðèì å ð 24. Â ïðîñòðàíñòâå L2[0,1] ïîñòðîèì ñîïðÿæåííûé îïå�
ðàòîð ê èíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó Âîëüòåððà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì ïî
ïåðåìåííûì t è s

Ax(t) =

t∫

0

t2sx(s) ds.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååì

f(Ax) = (Ax,y)L2[0,1] =

1∫

0

Ax(t)y(t)dt =

1∫

0

( t∫

0

t2sx(s) ds
)

dt =

=

1∫

0

x(s)
( 1∫

s

t2sy(t) dt
)

ds =

1∫

0

( 1∫

t

s2ty(s) ds
)
x(t) dt = (x,A∗y)L2[0,1].

Îòêóäà A∗y(t) =
∫

ts2y(s) ds.

Â ï. 3.5 ìû èññëåäîâàëè íà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèå âèäà Ax = y,
ãäå A ∈ B(X,Y ). Òåîðåìà óêàçûâàëà íà òî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå
ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y, åñëè R(A) = Y. Òàêèì îáðàçîì, íàì
ôàêòè÷åñêè íóæíî óìåòü îïèñàòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé R(A) îïåðàòîðà
A.

Òåîðåìà 3.12.2. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðà�
òîð A : X → Y � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, R(A) ⊂ Y �
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ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé. Òîãäà çàìûêàíèå R(A) ñîâïàäàåò ñ ìíî�
æåñòâîì òàêèì y ∈ Y , ÷òî f(y) = 0 äëÿ âñåõ ôóíêöèîíàëîâ f ∈ Y ∗,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A∗f = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, óäî�
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ,ò. å.

L =
⋂

f∈Y ∗,A∗f=0

Kerf, Kerf = {y ∈ Y : f(y) = 0} ⊂ Y.

Kerf ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Y , ïîýòîìó Kerf çàìêíóòî è, ñëå�
äîâàòåëüíî, L çàìêíóòî â Y. Äîêàæåì, ÷òî R(A) = L.

Ïóñòü y ∈ R(A), ò. å. y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ax = y è f ∈ Y ∗

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ A∗f = 0. Òîãäà

f(y) = f(Ax) = A∗f(x) = 0(x) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ L, ò. å. R(A) ⊂ L. Ïîñêîëüêó L = L, òî
R(A) ⊂ L.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y0 ∈ L, êîòîðûé
íå ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó R(A). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 3.10.2 èç
òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, îí îòäåëèì îò ïîäïðîñòðàíñòâà R(A). Ýòî îçíà�
÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ôóíêöèîíàë f0, ÷òî f0(y0) = 1, à f0(y) = 0 äëÿ
âñåõ y = Ax ∈ R(A). Òîãäà A∗f0(x) = f0(Ax) = f0(y) = 0. Ýòî îçíà÷à�
åò, ÷òî ôóíêöèîíàë f0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ A∗f0 = 0. À â ýòîì ñëó�
÷àå äëÿ ýëåìåíòà y0 ∈ L áóäåò âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f0(y0) = 0, ÷òî ïðî�
òèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó âûáîðó ôóíêöèîíàëà. Çíà÷èò L ⊂ R(A).

Äîêàçàííûå âêëþ÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî R(A) = L = {y ∈ Y :
f(y) = 0∀f ∈ Y ∗, A∗f = 0}. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.12.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå Ax = y áûëî ðàçðå�
øèìî ïðè çàäàííîì y íåîáõîäèìî, à åñëè R(A) çàìêíóòî, òî è äîñòàòî÷�
íî, ÷òîáû ëþáîé ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ A∗f = 0,
íà çàäàííîì y îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ñëåäñòâèå 3.12.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå Ax = y áûëî ðàçðå�
øèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y, íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå A∗f = 0 èìåëî
òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.12.3. Óðàâíåíèå A∗f = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå�
íèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R(A) = Y.
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Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ íà ðàçðåøè�
ìîñòü íåêîòîðûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèì å ð 25. Ïóñòü X = Rm, Y = Rn, A : X → Y � îïåðàòîð,
îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé A = (aij).

Óïð àæí å í è å 16. Äîêàçàòü, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ îïðåäåëÿåòñÿ
ìàòðèöåé, òðàíñïîíèðîâàííîé ê èñõîäíîé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = y,
çàïèñàííóþ â âèäå

m∑
j=1

aijxj = yj, i = 1,2, . . . , n. (12.5)

Èçâåñòíî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå ëèíåéíîå ìíîãîîá�
ðàçèå çàìêíóòî. Çíà÷èò R(A) � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rm. Èç ñëåäñòâèÿ
3.12.1 âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (12.5) ðàçðåøèìà ïðè çàäàííîì y ∈ Rn â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

n∑
i=1

yizi = 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z ∈ Rn, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòå�
ìû ATz = 0 èëè

n∑
i=1

aijzi = 0, j = 1,2, . . . ,m.

Ïðèì å ð 26. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

x(t) + 3

1∫

0

(2ts− 4t2)x(s) ds = 1− 2t.

Âûÿñíèì, èìååò ëè äàííîå óðàâíåíèå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåí�
íîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

u(t) + 3

1∫

0

(2ts− 4s2)u(s) ds = 0
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è íàéäåì åãî ðåøåíèå, ó÷èòûâàÿ âûðîæäåííîñòü ÿäðà.

u(t) = −6t

1∫

0

su(s) ds + 12

1∫

0

s2u(s) ds,

èëè
u(t) = 6(2c1 − tc2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ c1 è c2 ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

c1 =

1∫

0

s2(12c1 − 6sc2) ds,

c2 =

1∫

0

s(12c1 − 6sc2) ds.

Èìååì, 2c1 = c2. Ñëåäîâàòåëüíî, u(t) = 6c(1− t), ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Ïðîâåðèì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

1∫

0

(1− 2t)(1− t) dt =
1

6
6= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå íå ðàçðåøèìî.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæå�

íèå f : B(X,Y ) → B(Y ∗, X∗), f(A) = A∗ íåïðåðûâíî.
2. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàéòè ñîïðÿæåííûé ê

îïåðàòîðó A, äåéñòâóþùåìó ïî çàêîíó Ax = (x,y)z, ãäå y,z ∈ H �
ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû.

3.13. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Èç òåîðåìû Ðèññà 3.11.1, âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé ëèíåéíûé îãðà�
íè÷åííûé ôóíêöèîíàë f â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàåòñÿ ñ
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ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ , ò. å. f(x) = (x,y), x ∈ H, y �
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìåòðè�
÷åñêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó H è H∗, ïîñêîëüêó ‖f‖ = ‖y‖. Â ñâÿçè
ñ ýòèì âîçíèêàþò íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ó ñîïðÿæåííûõ
è ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ýòè
îïåðàòîðû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Îïð å ä å ë å í è å 3.13.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïå�
ðàòîð A : H → H, A ∈ B(H). Ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ê îïåðàòîðó
A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A∗ : H∗ → H∗ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(Ax,y)H = (x,A∗y)H . (13.1)

Îïð å ä å ë å í è å 3.13.2. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåí�
íûì, åñëè A = A∗, ò. å.

(Ax,y)H = (x,Ay)H . (13.2)

äëÿ âñåõ x, y ∈ H.

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå â ïðèìåðàõ 22 è 23 ìû ðàññìàòðèâàëè ñîïðÿ�
æåííûå îïåðàòîðû. Òàê, â ñëó÷àå êîãäà îïåðàòîð çàäàí â ïðîñòðàíñòâå
Rn ìàòðèöåé (aij), i,j = 1, . . . ,n, óñëîâèå A = A∗ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ,
êîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà áóäåò ñèììåòðè÷íîé.

Óïð àæí å í è å 17. Ïóñòü îïåðàòîð A : Cn → Cn è çàäàåòñÿ ìàòðèöåé (aij),
i,j = 1, . . . ,n. Äîêàçàòü, ÷òî A = A∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = aji, i,j =
= 1, . . . ,n.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] áóäåò
ñàìîñîïðÿæåííûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÿäðî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñèì�
ìåòðè÷íûì, ò. å. K (t,s) = K (s,t).

Ïðèì å ð 27. Â ïðîñòðàíñòâå L2[0,1] ðàññìîòðèì îïåðàòîð óìíî�
æåíèÿ íà íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, ò. å. Ax(t) = m(t)x(t), m(t) ∈ C[a,b]
� ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ m(t) äåéñòâèòåëüíàÿ, òî îïå�
ðàòîð A áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.
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Òåîðåìà 3.13.1. Ïóñòü A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû,
çàäàííûå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà îïåðàòîðû A + B è
αA, ãäå α � ñêàëÿð, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà è ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Èìååì

(
(A + B)x,y

)
=

(
Ax + Bx,y

)
=

(
Ax,y

)
+

(
bx,y

)
=

=
(
x,Ay

)
+

(
x,By

)
=

(
x,Ay + By

)
=

(
x,(A + B)y

)
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà αA. ⊗
Òåîðåìà 3.13.2. Ïóñòü A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

â H. Îïåðàòîð AB ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà AB = BA.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
(
AB)x,y

)
=

(
Bx,Ay

)
=

(
x,BAy

)
.

Òîãäà AB = BA. ⊗
Ñ êàæäûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A ìîæíî ñâÿçàòü áèëè�

íåéíóþ ýðìèòîâó ôîðìó

a(x,y) =
(
Ax,y

)
H

, (13.3)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå H ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèç�
âåäåíèå

[x,y]A =
(
Ax,y

)
H

, (13.4)
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà ëèíåéíà ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è àíòèëèíåéíà ïî
âòîðîé.

Óïð àæí å í è å 18. Äîêàçàòü, ÷òî (13.4) çàäàåò â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè â (13.3) ïîëîæèòü x = y, òî ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðà�
òè÷íóþ ôîðìó

a(x,x) =
(
Ax,x

)
H

, (13.5)
êîòîðàÿ äëÿ âñåõ x ïðèíèìàåò ëèøü âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äåéñòâè�
òåëüíî, (

Ax,x
)

=
(
x,Ax

)
=

(
Ax,x

)
.
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Òåîðåìà 3.13.3. Ïóñòü A : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà�
òîð. Òîãäà

‖A‖ = sup
‖x‖61

|(Ax,x
)|. (13.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

CA = sup
‖x‖=1

|(Ax,x
)| = sup

x 6=0

|(Ax,x)|
(x,x)

. (13.7)

Íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî CA = ‖A‖. Èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèç�
âåäåíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A èìååì

|(Ax,x
)| 6 ‖Ax‖ · ‖x‖ 6 ‖Ax‖ · ‖x‖2

èëè
|(Ax,x

)|
‖x‖2 6 ‖A‖.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷èì CA 6
‖A‖.

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåí�
òû x,y ∈ H. Òîãäà

(
A(x− y), x− y

)
=

(
Ax,x

)− 2Re
(
Ax,y

)
+

(
Ay,y

)
,

(
A(x + y), x + y

)
=

(
Ax,x

)
+ 2Re

(
Ax,y

)
+

(
Ay,y

)
,

Âû÷òåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷èì

4Re
(
Ax,x

)
=

(
A(x + y), x + y

)− (
A(x− y), x− y

)

èëè

4
∣∣Re

(
Ax,x

)∣∣ =
∣∣(A(x + y), x + y

)∣∣ +
∣∣(A(x− y), x− y

)∣∣.

Ïîñêîëüêó èç (13.7) ñëåäóåò, ÷òî |(Ax,x
)| 6 CA‖x‖2, òî ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

4
∣∣Re

(
Ax,x

)∣∣ 6 CA

(‖x + y‖2 + ‖x− y‖2) 6 2CA

(‖x‖2 + ‖y‖2).
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Ïóñòü y = ‖x‖
‖Ax‖ , òîãäà ‖x‖ = ‖y‖ è

∣∣Re
(
Ax,x

)∣∣ 6
∣∣Re

(
Ax,

‖x‖
‖Ax‖Ax

)∣∣ = ‖x| ‖Ax‖.

Çíà÷èò, ‖Ax‖ 6 CA‖x‖ èëè ‖A‖ 6 CA. Îáúåäèíÿÿ äâà íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâà ‖A‖ = CA. ⊗

Ñ ïîìîùüþ ôîðìû (13.5) îïðåäåëèì ïîíÿòèå íèæíåé è âåðõíåé
ãðàíåé ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A

m = inf
‖x‖=1

(
Ax,x

)
, M = sup

‖x‖=1

(
Ax,x

)
(13.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (13.8) è òåîðåìû 3.13.3 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.13.4. Ïóñòü A : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà�
òîð. Òîãäà

‖A‖ = max {|m|,M}. (13.9)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NA = max {|m|,M}. Èç òåîðå�
ìû 3.13.3 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ñ ‖x‖ = 1

∣∣(Ax,x
)∣∣ 6 CA, èëè − CA 6

(
Ax,x

)
6 CA.

Òîãäà
−CA 6 m 6 M 6 CA.

Îòêóäà
NA 6 CA = ‖A‖.

Â ñâîþ î÷åðåäü èç íåðàâåíñòâ
(
Ax,x

)
6 M 6 NA, − (

Ax,x
)

6 −m 6 NA

ñëåäóåò ∣∣(Ax,x
)∣∣ 6 NA èëè ‖A‖ = CA 6 NA.

⊗
Îïð å ä å ë å í è å 3.13.3. Ñàìîñîïàðÿæåííûé îïåðàòîð A íàçûâàåò�

ñÿ ïîëîæèòåëüíûì, A > 0, åñëè îí îí îòëè÷åí îò íóëåâîãî è åãî
íèæíÿÿ ãðàíü m íåîòðèöàòåëüíà, ò. å. åñëè

(
Ax,x

)
> 0
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äëÿ ëþáîãî x ∈ H è
(
Ax,x

)
> 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî x ∈ H; íåîòðèöà�

òåëüíûì, åñëè
(
Ax,x

)
> 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ H.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå�
ðàòîðà B, åñëè A−B > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè
îïåðàòîðàìè ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ïîðÿäêà è ïðåâðàòèòü ìíîæå�
ñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå�
ñòâî.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (13.4) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ìû
ââåëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, äëÿ îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. ×òî ìîæ�
íî ñêàçàòü î ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè [x,y]A?

Ëåììà 3.13.1. Ïóñòü A > 0 � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â
H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x,y ∈ H ñïðàâåäëèâî îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

∣∣(Ax,y
)∣∣2 6

(
Ax,x

)(
Ay,y

)
. (13.10)

Óïð àæí å í è å 19. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (13.10).

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
D(A) = H. Åñëè îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà âñþäó ïëîòíîì â H ìíîæå�
ñòâå è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(
Ax,y

)
=

(
x,Ay

)
äëÿ âñåõ x,y ∈ D(A),

òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â îáùåì ñëó÷àå ñèììåò�
ðè÷íûé îïåðàòîð ìîæåò è íå áûòü îãðàíè÷åííûì.

Ïðèì å ð 28. Äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè õîðîøî
èçâåñòåí ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

Ax = −d2x

dt2
+ x,

çàäàííûé â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b], îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî
D(A) =

{
x(t) ∈ C2[0,π] : x(0) = x(π) = 0

}
. Ïîêàæåì, ÷òî A �

ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð. Ïóñòü x(t), y(t) ∈ D(A), òîãäà èñïîëüçóÿ
äâàæäû ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

(
Ax,y

)
=

π∫

0

(
−d2x(t)

dt2
+ x(t)

)
y(t) dt = −y(t)

dx

dt

∣∣∣
π

0
+
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+

π∫

0

(
−dy(t)

dt
+ y(t)

)
x(t) dt =

π∫

0

(
−d2y(t)

dt2
+ y(t)

)
x(t) dt =

(
x,Ay

)
.

Îïåðàòîð A : L2[0,π] → L2[0,π] ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì. Òàê
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé xn(t) =

√
2/π sin nt, n = 1,2, . . . , ñ

‖xn‖ = 1 èìååì

‖Axn‖2
L2[0,π] = n2 + 1 →∞ ïðè n →∞.

Â ÷èñëåííîì àíàëèçå ñ ïîëîæèòåëüíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðà�
òîðîì ñâÿçàí îñíîâíîé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Ïóñòü A : H =→ H, A = A?, A > 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå

Ax = y. (13.11)
Óðàâíåíèþ (13.11) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, à
èìåííî, çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

f(x) =
(
Ax,y

)− 2(y,x). (13.12)

Òåîðåìà 3.13.5. Ïóñòü A : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëî�
æèòåëüíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = H. Åñëè óðàâ�
íåíèå (13.11) èìååò ðåøåíèå, òî íà íåì ôóíêöèîíàë f âèäà (13.12)
ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è íàîáîðîò.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé (13.11) è (13.12) ëåæèò â îñíîâå øèðî�
êî èñïîëüçóåìîãî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìåòîäà Ðèòöà.

Â çàêëþ÷åíèè îïðåäåëèì íåêîòîðûå îïåðàòîðû, êîòîðûå âñòðå÷à�
þòñÿ â ëèòåðàòóðå.

Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè AA? = A?A.
Î÷åâèäíî, ÷òî A íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A? íîðìàëåí.

Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè AA? = A?A =
= I, ò. å. A? = A−1.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü A ∈ B(H), AA∗ = A∗A. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A �

íåîòðèöàòåëüíûé è ñàìîñîïðÿæåííûé.
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2. Ïóñòü A,B ∈ B(H), A = A∗, B = B∗. Ïóñòü (Ax,x) = (Bx,x)
äëÿ âñåõ x ∈ H. Äîêàæèòå, ÷òî A = B.

3. Ïóñòü (α1, α2, . . .) � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà m.
Îïåðàòîð A ∈ B(l2) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Ax = (α1x1, α2x2, . . .). Âûðà�
çèòü â òåðìèíàõ ÷èñåë αn(n ∈ N) ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà A :

à) A = A∗,
á) A > 0;
â) A∗ = A−1.
4. Ïóñòü A ∈ B(H) � îáðàòèìûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòü, ÷òî A−1 ñàìîñîïðÿæåí.
5. Ïóñòü A ∈ B(H) � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî
à) äëÿ ëþáûõ x,y ∈ H |(Ax,y)| 6 (Ax,x) · (Ay,y);
á) äëÿ ëþáîãî x ∈ H ‖Ax‖2 6 ‖A‖ · (Ax,x).

3.14. Îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëü�
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èëè
îðòîïðîåêòîð.

Ïóñòü â H çàäàíî ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ H. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàç�
ëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà èìååì H = L⊕L⊥
èëè x = y + z, y ∈ L,Z ∈ L⊥. Òîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ H ìîæ�
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ L � ïðîåêöèþ
ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæå�
íèå îòîáðàæåíèå èëè îïåðàòîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì
è y = Px. Åñëè H ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî ïî òåî�
ðåìå ?? â íåì ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕj}∞j=1.
Âûáåðåì â íåé íåêîòîðóþ ïîäñèñòåìó {ϕjk} ⊂ {ϕj}. Ðàññìîòðèì ïîä�
ïðîñòðàíñòâî L, ïîðîæäåííîå ýòîé ïîäñèñòåìîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå î
ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ H ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ L, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åãî ïðî�
åêöèåé, ïðè ýòîì y =

∞∑
k=1

cjkϕjk, cjk = (x,ϕjk). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ϕik} �
ïîäñèñòåìó, äîïîëíèòåëüíóþ ê {ϕjk}. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæ�
äåííîå ýòîé ïîäñèñòåìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé L⊥ è êàæäûé ýëåìåíò
z ∈ L⊥ ìîæíî çàïèñàòü òàê z =

∑
k

cikϕik, cik = (x,ϕik). Â ýòîì ñëó÷àå

z ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà x ∈ H íà L⊥.Åñëè P � îðòîïðîåêòîð íà
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L⊥, òî I−P � îðòîïðîåêòîð íà L⊥. Îïåðàòîðû P è I−P åùå íàçûâàþò
ïðîåêöèîííûìè îïåðàòîðàìè.

Óïð àæí å í è å 20. Ïîêàæèòå, ÷òî x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Px = x,
ñîîòâåòñòâåííî x ∈ L⊥ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Px = 0.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îðòîïðîåêòîðîâ.

Ñâî é ñ ò â î 3.14.1. Êàæäûé îðòîïðîåêòîð îïðåäåëåí íà âñåì H
è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ H è x = αx1 + βx2, ãäå x1, x2 ∈ H,
α, β ∈ K.Ïîñêîëüêó H = L ⊕ L⊥, òî x = y + z è ñîîòâåòñòâåííî
x1 = y1 + z1, x2 = y2 + z2, ãäå y,y1, y2 ∈ L, z, z1, z2,∈ L⊥. Ðàññìîòðèì
y + z = (αy1 + βy2) + (αz1 + βz2), ãäå αy1 + βy2 ∈ L, αz1 + βz2 ∈ L⊥.
Ñëåäîâàòåëüíî, P (αx1 + βx2) = αy1 + βy2 = αPx1 + βPx2. ⊗

Ñâî é ñ ò â î 3.14.2. P ∈ B(H), ‖P‖ = 1, åñëè L 6= {0}.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì x ∈ H â âèäå Ix = Px + (I − P )x è
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà. Òîãäà ‖x‖2 = ‖Px‖2 +‖(I−P )x‖2.
Îòêóäà ‖x‖2 > ‖Px‖2 èëè ‖P‖ 6 1.

Ïóñòü òåïåðü L 6= {0} è x0 ∈ L, òîãäà Px0 = x0, à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ‖P‖ > ‖Px0‖

‖x0‖ = 1. Çíà÷èò, ‖P‖ = 1. ⊗
Ñâî é ñ ò â î 3.14.3. P 2 = P.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ H, òîãäà Px ∈ L, à P (Px) = P 2x =
= Px. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P = P 2. ⊗

Ñâî é ñ ò â î 3.14.4. P = P ∗.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x1,x2 ∈ H è x1 = y1 + z1, x2 = y2 + z2, ãäå
y1,y2 ∈ L, z1,z2⊥L. Òîãäà

(Px1,x2) = (y1,y2 + z2) = (y1,y2) = (y1 + z1,y2) = (x1,Px2).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî (z1,y2) = 0 è (y1,z2) = 0. ⊗
Ñâî é ñ ò â î 3.14.5. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåîòðèöàòåëåí,

ò. å. (Px,x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ H.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H, ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðà�
âåíñòâ (Px,x) = (P 2x,x) = (Px,Px) = ‖Px‖2. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(Px,x) > 0. ⊗
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Ñâî é ñ ò â î 3.14.6. x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖Px‖ = ‖x‖.
Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Ñâî é ñ ò â î 3.14.7. (Px,x) 6 ‖x‖2 äëÿ âñåõ x ∈ H, (Px,x) =
= ‖x2‖ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ L.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, (Px,x) 6 |(Px,x)| 6 ‖Px‖‖x‖ 6
6 ‖P‖ · ‖x‖2 = ‖x‖2, òàê êàê ‖P‖ = 1. Åñëè æå (Px,x) = (x,x), òî
èç ñâîéñòâà (3.14.5) âûòåêàåò, ÷òî ‖Px‖2 = ‖x‖2, à èç ñâîéñòâà (3.14.6)
ñëåäóåò, ÷òî x ∈ L. ⊗

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííûå ñâîéñòâà, ìîæíî ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ îãðà�
íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âûäåëèòü îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 3.14.1. Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí
îïåðàòîð A ∈ B(H) òàêîé, ÷òî A = A∗ è A2 = A. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòîðîì íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ H.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L = {x ∈ H : Ax = x}.
Äîêàæåì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â H. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ x,y ∈ L è ëþáûõ ñêàëÿðîâ α,β ∈ K âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
A(αx+βy) = αx+βy, òàê êàê Ax = x, Ay = y. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà
L âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî A � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà�
íèÿ. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå x = Ax+
+(x−Ax). Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî Ax ∈ L, à x−Ax⊥L, òî ýòî áóäåò îçíà�
÷àòü, ÷òî ýëåìåíò Ax ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàí�
ñòâî L. Äîêàæåì, ÷òî Ax ∈ L. Äåéñòâèòåëüíî, A(Ax) = A2x = Ax.
Çàòåì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ L ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(x− Ax,y) è ïðåîáðàçóåì åãî

(x− Ax,y) = (x,y)− (Ax,y) = (x,y)− (x,Ay) = (x,y)− (x,y) = 0,

òàê êàê Ay = y. Ñëåäîâàòåëüíî, x− Ax⊥L. ⊗
Çàìå÷àíèå 3.14.1. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî òàêæå

îïðåäåëèòü ïîíÿòèå îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
îïåðàòîð A ∈ B(X) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ, åñëè
A2 = A.
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3.15. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû
Êîìïàêòíûå èëè âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû èíòåðåñíû òåì,

÷òî îíè íàñëåäóþò ìíîãèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íî�
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ è äîïóñêàþò äåòàëüíîå îïèñàíèå. êðîìå òî�
ãî, îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè îïåðà�
òîðíûõ óðàâíåíèé è â ÷àñòíîñòè � èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïð å ä å ë å í è å 3.15.1. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ëè�
íåéíûé îïåðàòîð A : X ∈ Y íàçûâàþòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îí îòðàæà�
åò âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X â ïðåäêîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y ,
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K (X,Y ). Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé êîìïàêòíûé îïå�
ðàòîð ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïðåäêîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà, ïîýòîìó K (X,Y ) ⊂ B(X,Y ). Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ îãðàíè÷åí�
íûõ è ïðåäêîìïàêòíûõ (âïîëíå îãðàíè÷åííûõ) ìíîæåñòâ ìîæíî ñôîð�
ìóëèðîâàòü äðóãèå îïðåäåëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèþ 3.15.1,
êîòîðûìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå.

Îïð å ä å ë å í è å 3.15.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X ∈ Y íàçû�
âàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)

∞
n=1 ⊂

B[0,r] ⊂ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ (Axn)
∞
n=1 ñîäåðæèò ôóíäàìåí�

òàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïð å ä å ë å í è å 3.15.3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X ∈ Y íàçûâàþò�
ñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îáðàç A(B) ëþáîãî øàðà B[0,r] ⊂ X ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå îãðàíè÷åííûì â Y ìíîæåñòâîì.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèì å ð 29. Ïóñòü Y � êîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
A : X → Y, A ∈ B(X,Y ). Òîãäà, A(B) � îáðàç øàðà B[0,r] ïðîñòðàí�
ñòâà X áóäåò îãðàíè÷åííûì â Y ìíîæåñòâîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå
îãðàíè÷åííûì.

Ïðèì å ð 30. Îïåðàòîð A ∈ B(X,Y ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì êî�
íå÷íîãî ðàíãà, åñëè dimR(A) < ∞, ò. å. åñëè ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé
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R(A) åñòü êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Y. Â ýòîì ñëó�
÷àå A(B) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì â êîíå÷íîìåðíîì ïðî�
ñòðàíñòâå, ïîýòîìó ïðåäêîìïàêòíûì, ò. å. A ∈ K (X,Y ). Òàêèì îáðà�
çîì, ëþáîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà êîìïàê�
òåí. Ïðèìåðîì òàêîãî îïåðàòîðà ñëóæèò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåä�
ãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] ëè�
áî Lp[a,b], p > 1. Â ýòîì ñëó÷àå ÿäðî K(t,s) îïåðàòîðà A ïðåäñòàâèìî
â âèäå

K(t,s) =
n∑

i=1

ai(t)bi(s), (15.1)

ãäå ai(t), bi(s) (i = 1,n) � ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíî�íåçàâèñèìûå ôóíê�
öèè. À îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà A

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds (15.2)

ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ôóíêöèé ai(t), i = 1,2, . . . ,n.

Ïðèì å ð 31. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð (15.2) êàê îïåðàòîð, äåéñòâó�
þùèé èç ïðîñòðàíñòâà C[a,b] â ïðîñòðàíñòâî C[a,b], ÿäðî êîòîðîãî
K(t,s) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî A(B)
ïðåäêîìïàêòíî â C[a,b]. Ïî òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè ìû äîëæíû ïðî�
âåðèòü óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâ�
íîñòè ìíîæåñòâà ôóíêöèé y(t) = Ax(t) ⊂ A(B). Èòàê,

‖y‖C = max
a6t6b

|Ax(t)| = max
a6t6b

|
b∫

a

K(t,s)x(s) ds| 6

6 max
a6t6b

b∫

a

|K(t,s)x(s)| ds · ‖x‖ 6 M(b− a), ãäå M = max
a6t,s6b

|K(t,s)|.

|y(t1)− y(t2)| 6
b∫

a

|K(t1,s)−K(t2,s)| ds · ‖x‖ 6 ε(b− a),
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òàê êàê â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè K(t,s) íà êîìïàê�
òå [a,b]× [a,b] äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
t1,t2 ∈ [a,b] : |t1 − t2| < δ ñëåäóåò, ÷òî

|K(t1,s)−K(t2,s)| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì
ÿäðîì êîìïàêòåí.

Óïð àæí å í è å 21. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ â C[a,b] íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïðèì å ð 32. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (15.2) â ïðî�
ñòðàíñòâå L2[a,b] ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿäðî K(t,s) íåïðåðûâíî. Â ïðè�
ìåðå 31 ìû ïîêàçàëè, ÷òî îáðàç åäèíè÷íîãî øàðà A(B) � ïðåäêîì�
ïàêòíîå ìíîæåñòâî â C[a,b]. Ïîýòîìó èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(yn)

∞
n=1 ⊂ A(B) ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü (ynk) â C[a,b], ò. å.

max
a6t6b

|ynk(t)− ynm(t)| −−−−→
k,m→∞

0.

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈ C[a,b] èìååì

‖y‖L2[a,b] =
( b∫

a

|y(t)|2 dt
)

6 max
a6t6b

|y(t)| ·
√

b− a =
√

b− a · ‖x‖C[a,b].

Çíà÷èò, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn)
∞
n=1 âî ìíîæåñòâå

A(B) ⊂ L2[a,b] ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü (ynk) è ìíîæåñòâî A(B) ïðåäêîìïàêòíî â L2[a,b]. Ñëó÷àé áîëåå
îáùåãî ÿäðà áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå â äàííîì ïàðàãðàôå.

Ïðèì å ð 33. Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I : X ∈ X áóäåò êîìïàêò�
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimX < ∞. Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé
øàð ïðåäêîìïàêòåí òîëüêî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. òåîðå�
ìó ??).

Òåîðåìà 3.15.1. Ïóñòü A : X → Y � êîìïàêòíûé îïåðàòîð.
Òîãäà îáëàñòü åãî çíà÷åíèé ñåïàðàáåëüíà.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ B[0,n] ⊂ X, ò. å. ‖x‖ 6 n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Kn îáðàç øàðà B[0,n], Kn = A(B) ⊂ Y. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêò�
íîãî ìíîæåñòâà Kn ïðåäêîìïàêòíî â Y è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
ñåïàðàáåëüíî. Ïóñòü Tn � ñ÷åòíî âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Kn, ò. å.
Tn = Kn. Òàê êàê îáëàñòü çíà÷åíèé R(A) îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ ìíî�
æåñòâîì K =

∞⋂
n=1

Kn, òî ìíîæåñòâî T =
∞⋂

n=1
Tn, áóäåò ñ÷åòíûì âñþäó

ïëîòíûì â K, ò. å. T = K. ⊗
Òåîðåìà 3.15.2. Ïóñòü A1, A2 : X → Y, A1,A2 ∈ K (X,Y ). Òîãäà

îïåðàòîðû A1+ +A2, αA1 òàêæå êîìïàêòíû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X åäèíè÷íûé øàð
B[0,r] = {x ∈ X : ‖x‖ 6 1} è ïðîñëåäèì çà åãî îáðàçîì ïðè îòîáðà�
æåíèè A = A1 + A2. Ïóñòü (yn) ⊂ A(B), òîãäà yn = A1xn + A2xn,
ãäå ‖xn‖ = 1. Òàê êàê îïåðàòîð A1 êîìïàêòåí, òî A1(B) ÿâëÿåòñÿ
ïðåäêîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, ò. å. èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A1xn) ìîæ�
íî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (A1xnk), ãäå
nk ïðîáåãàåò ïîäìíîæåñòâî N′ ⊂ N. Äàëåå, òàê êàê A2 êîìïàêòåí,
òî èç (A2xnk) ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü (A2xnm), ïðè÷åì nm ∈ N′′ ⊂ N′ ⊂ N. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(Axnm) = (A1xnm) + (A2xnm) áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé êàê ñóììà ôóí�
äàìåíòàëüíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, A(B) ïðåäêîì�
ïàêòíî â Y. ⊗

Òåîðåìà 3.15.3. Ïóñòü (An)
∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêò�

íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê îïå�
ðàòîðó A. Òîãäà A ∈ K (X,Y ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ B[0,n] ⊂ X Ïîêàæåì,÷òî A(B) ⊂ Y
ïðåäêîìïàêòíî, ãäå A = lim

n→∞
An. Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N

ìíîæåñòâî An(B) ïðåäêîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå îãðàíè÷åí�
íî, ò. å. äîïóñêàåò êîíå÷íóþ εn ñåòü. Ïîñêîëüêó An ⇒ A ðàâíîìåðíî,
òî íàéäåòñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 ‖An − A‖ < ε. Çà�
ôèêñèðóåì n0 è ïîñòðîèì ε � ñåòü äëÿ ïðåäêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
An0(B) : Sε = {s1, . . . sk}. Ïîêàæåì, ÷òî Sε ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ è äëÿ ìíî�
æåñòâà A(B). Ïóñòü y ∈ A(B), òîãäà íàéäåòñÿ x ∈ B[0,1], ÷òî y = An0x.
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Ïóñòü òàêæå si ∈ Sε òàêîâî, ÷òî ‖si − An0x‖ < ε. Òîãäà

‖si−y‖ 6 ‖si−An0x‖+‖An0x−y‖ 6 ‖si−An0x‖+‖An0−A‖·‖x‖ 6 2ε.

À ýòî îçíà÷àåò êîìïàêòíîñòü ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà A. ⊗
Óïð àæí å í è å 22. Ïîêàçàòü, ÷òî â C[0,1] èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñî ñëàáî

ïîëÿðíûì ÿäðîì

Ax(t) =

1∫

0

K0(t,s)

|t− s|γ , < 0γ < 1,

êîìïàêòåí.

Ïðèì å ð 34. Â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] ðàññìîòðèì îïåðàòîð (15.2)
ñ ÿäðîì âèäà

b∫

a

b∫

a

|K(t,s)|2 ds dt < ∞. (15.3)

Ïîêàæåì, ÷òî A êîìïàêòåí. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ�
íûõ ÿäåð

(Kn(t,s)
)∞
n=1 òàêèõ, ÷òî

b∫

a

b∫

a

|Kn(t,s)−K(t,s)|2 ds dt −−−→
n→∞

0. (15.4)

Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îá�
ðàçîì. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ K(t,s) ∈ L2

(
[a,b] × [a,b]

)
â ðÿä Ôóðüå ïî

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå, îáðàçîâàííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíî�
ãî÷ëåíàìè.

ϕij = aij
cos

sin

}2πi(t− a)

b− a
· cos

sin

}2πj(s− a)

b− a
,

ϕ0j = a0j
cos

sin

}2πj(s− a)

b− a
,

ϕi0 = ai0
cos

sin

}2πi(t− a)

b− a
,ϕ00 = a00,

a2
ij =

( b∫

a

b∫

a

|ϕij(t,s)|2 ds dt
)−1

, i,j = 1,2, . . . .
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Òîãäà

Kn(t,s) =
n∑

i,j=1

cijϕij(t,s), (15.5)

ãäå
cij =

(
K(t,s),ϕij(t,s)

)
L2

(
[a,b]×[a,b]

),

ò. å. â êà÷åñòâå Kn âûáðàí îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòü (An).

Anx(t) =

b∫

a

Kn(t,s)x(s) ds, (15.6)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà

‖An − A‖2 6
b∫

a

b∫

a

|Kn(t,s)−K(t,s)|2 ds dt −−−→
n→∞

0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå (3.15.3) A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Çàìå÷àíèå 3.15.1. Åñëè (An) ⊂ K(X,Y ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî�
äÿùàÿñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ X, òî ïðåäåëüíûé îïåðàòîð A ìîæåò îêà�
çàòüñÿ íå êîìïàêòíûì. Â ñàìîì äåëå, â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëü�
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì {en}∞n=1 ðàññìîòðèì ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîíå÷íî�
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1, . . . en. Òîãäà

Pnx =
n∑

i=1

(x,ei)ei

Îïåðàòîðû Pn ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè êîíå÷íîãî ðàíãà, ïîýòîìó îíè
êîìïàêòíû. Íî ïðè n → ∞Pnx → x, ò. å. Pn −−−→

n→∞
Iñèëüíî. Îäíàêî

òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ÿâëÿåò�
ñÿ êîìïàêòíûì.

Ïóñòü X = Y. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî K (X) ïî àíàëîãèè ñ
B(X) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå îïåðàòî�
ðîâ.
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Òåîðåìà 3.15.4. Ïóñòü A,B ∈ B(X). Åñëè õîòÿ áû îäèí èç îïå�
ðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî êîìïàêòíûì áóäåò è ïðîèçâåäå�
íèå AB.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B[0,1] ⊂ X � åäèíè÷íûé øàð. Åñëè îïå�
ðàòîð B îãðàíè÷åí, òî îí øàð B[0,1] ïåðåâåäåò â îãðàíè÷åííîå ìíîæå�
ñòâî. Òîãäà êîìïàêòíûé îïåðàòîð A ïåðåâåäåò åãî â ïðåäêîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî. Ïðîèçâåäåíèå A·B áóäåò êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì. Åñëè æå
îïåðàòîð B áóäåò êîìïàêòíûì, òî îáðàç øàðà áóäåò ïðåäêîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì, à òîãäà ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A îòîáðàçèò åãî
îïÿòü â ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.15.1. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X êîìïàêòíûé îïåðàòîð A : X → X íå ìîæåò èìåòü îãðàíè÷åííî�
ãî îáðàòíîãî.

Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I = AA−1 áûë áû
êîìïàêòåí â X, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 3.15.5. Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðà�
òîð A ∈ K (X,Y ). Òîãäà A∗ ∈ K (X∗,Y ∗).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå Y ∗ øàð B∗[0,r] =
= {f ∈ Y ∗ : ‖y‖ 6 r. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ⊂ B∗[0,r].
Ïîêàæåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A∗fn) ⊂ A∗(B∗) ìîæíî âûäå�
ëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
fn(y)

)
íà ìíîæåñòâå

A(B), ãäå B � øàð ðàäèóñ r â X. Îíà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òàê êàê

|fn(y)| 6 ‖fn‖ · ‖y‖ 6 r‖y‖,

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà, èáî

|fn(y1)− fn(y2)| = |fn(y1 − y2)| 6 ‖fn‖ · ‖y1 − y2‖ 6 ‖y1 − y2‖

Ìíîæåñòâî A(B) ⊂ Y, òàêèì îáðàçîì, ïðåäêîìïàêòíî. Ïîýòîìó ïî
òåîðåìå Àñêîëè-Àðöåëà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(Ax) âûäåëèòñÿ ôóí�
äàìåíòàëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk(Ax), x ∈ B[0,r] ⊂ X. Íî
fnk(Ax) = A∗fnk(x) è (A∗fnk) ⊂ (A∗fn). Çíà÷èò, îïåðàòîð A∗ ïðåä�
êîìïàêòåí. ⊗

Ïóñòü òåïåðü X = Y = H, ãäå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
e1,e2, . . . en . . . � åãî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn
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îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà n � ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ïîðîæäåííîå ñèñòåìîé e1 . . . en. Òîãäà îïåðàòîð I − Pn áóäåò îðòîïðî�
åêòîðîì íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ýëåìåíò
x ∈ H ïðåäñòàâèì â âèäå

x = Pnx + (I − Pn)x, (15.7)

ïðè÷åì

Pnx =
n∑

i=1

(x,ei)ei, (I − Pn)x =
∞∑

i=n+1

(x,ei)ei.

Ïî ðàâåíñòâó Ñòåêëîâà

‖Pnx‖2 =
n∑

i=1

|ci|2, ‖(I − Pn)x‖2 =
∑

i=n+1

|ci|2,

ãäå ci = (x,ei) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

‖x‖2 = ‖Pnx‖2 + ‖(I − Pn)x‖2. (15.8)

Ïóñòü A : H → H. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò êîìïàêòíûé îïåðà�
òîð â íåêîòîðîì ñìûñëå çàìåíèòü êîíå÷íîìåðíûì.

Òåîðåìà 3.15.6. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî�
ñòðàíñòâî, A ∈ B(H). Äëÿ òîãî, ÷òîáû A ∈ K(H) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë íîìåð n = n(ε)è
òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû A1 è A2 : A1 � n � ìåðíûé, ‖A2‖ < ε,
÷òî

A = A1 + A2 (15.9)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (15.8)
äëÿ Ax

Ax = PnAx + (I − Pn)Ax, ò. å. A = Pn + (I − Pn)A. (15.10)

Ïîêàæåì, ÷òî A1 = PnA,A2 = (I − Pn)A. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð
PnA ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, òàê êàê

PnAx =
n∑

i=1

(Ax,ei)ei =
n∑

i=1

(x,A∗ei)ei. (15.11)
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Îïåðàòîð (I − Pn)A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖(I − Pn)A‖ < ε. (15.12)

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (15.12). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P⊥
n = I − Pn. Ïóñòü

B[0,r] � øàð â ïðîñòðàíñòâå H, òîãäà åãî îáðàç A(B) â ñèëó êîìïàêò�
íîñòè îïåðàòîðà A áóäåò ïðåäêîìïàêòíûì â H ìíîæåñòâîì, ñëåäîâà�
òåëüíî, âïîëíå îãðàíè÷åííûì. Òîãäà äëÿ A(B) â H äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε � ñåòü Sε = {s1, . . . sn(ε)}, ïðè÷åì ‖Ax−si‖ < ε
äëÿ i = 1,2 . . . ,n(ε). Èç ñèñòåìû Sε âûáåðåì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîä�
ñèñòåìó è, ïðèìåíÿÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïîñòðîèì îðòîíîðìèðî�
âàííóþ ñèñòåìó e1, e2, . . . , en(ε), ãäå n(ε) < n(ε). Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò
Ax ∈ A(B), x ∈ B, ïðåäñòàâèì â âèäå

Ax =
n∑

i=1

ciei + n, ‖η‖ < ε,

|ci| = |(Ax,ei)| = |(x,A∗ei)| 6 M, ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

P⊥
n Ax =

n∑

i=1

ciP
⊥
n (ei) + P⊥

n (η).

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòîâ ei êîíå÷íîå ÷èñëî, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n0,
÷òî ïðè n > n0

max
i
‖P⊥

n ei‖ <
ε

Mn
.

Òîãäà ‖P⊥
n Ax‖ 6 Mn · max

i
‖P⊥

n ei‖ + ‖P⊥
n η‖ 6 Mn · ε

Mn + ε < 2ε.

Äîñòàòî÷íîñòü Ïóñòü A = A1 + A2, ãäå A1 � n�ìåðíûé, ‖A2‖ < ε.
Ïîêàæåì, ÷òî A ∈ K (H). Ðàññìîòðèì â H øàð B[0,r]. Äîêàæåì, ÷òî
åãî îáðàç A(B) âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ B[0,r], òî ìíîæåñòâî {A1x} ïðåäêîì�
ïàêòíî, ïîñêîëüêó îïåðàòîð A1 êîíå÷íîìåðíûé. Çíà÷èò, äëÿ ìíîæå�
ñòâà A1x : x ∈ B ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε � ñåòü Sε. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
‖A2‖ 6 ε, Sε áóäåò ñåòüþ äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà {Ax : x ∈ B}. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.15.2. Åñëè A ∈ B(H) � êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî
A∗ ∈ B(H) òàêæå êîìïàêòåí.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, èç (15.9) ñëåäóåò, ÷òî

A∗ = A∗
1 + A∗

2,

ãäå ‖A∗
2‖ 6 ε, A∗

1 � êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð. ⊗

Çàäà÷è
1. Ìîæåò ëè îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ â

C[a,b] áûòü êîìïàêòíûì.
2. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ B(H). Äîêàçàòü, ÷òî

îïåðàòîðû AA∗, A∗A îäíîâðåìåííî êîìïàêòíû èëè íåêîìïàêòíû.
3. Â ïðîñòðàíñòâå l2 äëÿ x(x1, . . . ,xk, . . .) ∈ l2 ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A, äåéñòâóþùèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: Axk = yk = 0, åñëè k � íå÷åòíîå,
è yk = xk−1, åñëè k � ÷åòíîå. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A íå ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì, à A2 êîìïàêòåí â l2.

4. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ B(X) è ∃C > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ax‖ > C‖x‖. Áóäåò ëè
îïåðàòîð A êîìïàêòåí?

3.16. Òåîðèÿ Ðèññà � Øàóäåðà äëÿ óðàâíåíèé
ñ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì

Èññëåäóÿ íà ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà,
Ý. Ôðåäãîëüì ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû, êîòîðûå íå èìåëè ìåñòà â ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà. Â äàëüíåéøåì Ô.Ðèññ è Þ.Øàóäåð ïîêàçà�
ëè, ÷òî ñâîéñòâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâÿçàíû ñ êîìïàêòíîñòüþ
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà è ïîñòðîèëè îáùóþ òåîðèþ óðàâíåíèé ñ êîì�
ïàêòíûìè îïåðàòîðàìè.

Ïóñòü A � êîìïàêòíûé îïåðàòîð, çàäàííûé íà áàíàõîâîì ïðîñòðàí�
ñòâå X, ò. å. A ∈ K (X). Ðàññìîòðèì â X ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ðîäà

x− Ax = y (16.1)
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (16.1) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îäíîðîä�
íîå óðàâíåíèå

z − Az = 0, (16.2)
à òàêæå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

f − A∗f = g (16.3)
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è îäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

h− A∗h = 0. (16.4)

Ïî òåîðåìå A∗ ∈ K (X∗).
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì òåîðåìó î çàìêíóòîñòè îáëàñòè çíà÷åíèé

îïåðàòîðà I − A.

Òåîðåìà 3.16.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A � êîì�
ïàêòíûé îïåðàòîð. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé R(I − A) îïåðàòîðà
I −A çàìêíóòî â X, è, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî R(I −A∗) � â
X∗.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè ìíîæå�
ñòâà R(I −A) â X. Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà R(I −A∗)
â X∗ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èç òåîðåìû î çàìêíóòîì ìíîæåñòâå âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
R(I − A) çàìêíóòî, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Äîêàæåì ýòî.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn)
∞
n=1 ⊂ R(I − A) ñõîäèòñÿ ê y0 ïðè

n → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî y0 ∈ R(I − A). Òàê êàê yn ∈ R(I − A), òî
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X òàêàÿ, ÷òî xn − Ax = yn.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îãðàíè÷åíà, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(Axn) â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòü (Axnk

). Ðàññìîòðèì

xnk
= Axnk

+ ynk
.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷èì

x0 = Ax0 + y0,

èëè
x0 − Ax0 = y0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y0 ∈ R(I − A).
2). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íåîãðàíè÷åíà. Ðàññìîòðèì ïîä�

ïðîñòðàíñòâî

L = Ker(I − A) = {z ∈ X : Az − z = 0}.
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Ââåäåì ðàññòîÿíèå

dn = ρ(xn, L) = inf
z∈L

‖xn − z‖.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íèæíåé ãðàíè â L íàéäåòñÿ ýëåìåíò zn òàêîé,
÷òî

dn 6 ‖xn − zn‖ <
(
1 +

1

n

)
dn.

Äàëåå, (I − A)(xn − zn) = yn. Ñåé÷àñ âñå çàâèñèò îò òîãî, êàêîâà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dn).

2a). Ïóñòü (dn) îãðàíè÷åíà, çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn − zn)
îãðàíè÷åíà. Òîãäà çàìåíÿÿ â ïóíêòå 1) xn íà xn − zn, ïîëó÷èì, ÷òî
y0 ∈ R(I − A).

2b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (dn) íåîãðàíè÷åíà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
dn →∞ ïðè n →∞. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

un =
xn − zn

‖xn − zn‖ , ‖un‖ = 1.

Òîãäà
(I − A)un =

yn

‖xn − zn‖ → 0

ïðè n → ∞, ïîñêîëüêó (yn) îãðàíè÷åíà, à ‖xn − zn‖ → ∞ ïðè
n → ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Aun) ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü (Aunk

), ïîñêîëüêó A ∈ K (X). Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü (xnk

) ⊂ (xn) òàêæå ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x0 ∈ L.
Îöåíèì ‖unk

− u0‖ :

‖unk
− u0‖ = ‖‖xnk

− znk
+ u0‖xnk

− znk
‖‖

‖xnk
− znk

‖ ‖ >

> dnk

dnk
(1 + 1

nk
)

=
nk

nk + 1
→ 1

ïðè nk →∞.
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòè (unk
). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íåîãðàíè÷åííîñòè (dn)

ñäåëàíî îøèáî÷íî.
Èòàê, R(I − A) çàìêíóòî â X. ⊗
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Ëåììà 3.16.1. Ïóñòü x � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.1),
ãäå A ∈ K (X). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ m > 0, çàâèñÿùàÿ
ëèøü îò A, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

‖x− Ax‖ = ‖y‖ > m‖x‖. (16.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ X � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.1). Òîãäà
x = (I −A)−1y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïîñòîÿííîé m íå ñóùåñòâóåò.
Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ N íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñ ‖xn‖ = 1, ÷òî

‖x− Ax‖ = ‖y‖ <
1

n
‖x‖. (16.6)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ‖xn‖ 6= 1, òî ìîæíî çàìåíèòü åå íà ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòü xn = xn

‖xn‖ Èç (16.1) ñëåäóåò, ÷òî xn−Axn −−−→
n→∞

0. Ïîñêîëüêó
A ∈ K (X), òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Axn) ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùó�
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Axnk

). Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk
)

òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïîýòîìó xnk
→ x0, Axnk

→ Ax0 è x0−Ax0 = 0,
ò. å. x0 ∈ Ker(I − A). Íî òîãäà y0 = 0 è x0 = (I − A)−1y0 = 0.

Íî ïî óñëîâèþ ‖xn‖ = 1 è lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x0‖, ïðè÷åì ‖x0‖ = 1. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (16.5). ⊗
Ñëåäóþùèå òåîðåìû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå òåîðèè Ðèññà � Øà�

óäåðà (â óïðîùåííîì âàðèàíòå), ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ôðåäãîëü�
ìîâñêîé òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 3.16.2 (ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ K (X) Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) óðàâíåíèå (16.1) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
y ∈ X;

2) óðàâíåíèå (16.2) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå;
3) óðàâíåíèå (16.3) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì g ∈ X∗;
4) óðàâíåíèå (16.4) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.
Åñëè âûïîëíåíî îäíîé èç óñëîâèé 1), 2), 3), 4), òî îïåðàòîðû I−A

è I − A∗ íåïðåðûâíî îáðàòèìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) ⇒ 2). Ïóñòü óðàâíåíèå (16.1) ðàçðåøèìî ïðè
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ X. Òîãäà R(I − A) = X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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ïðè ýòîì óñëîâèå 2) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà
I − A íåíóëåâîå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N1, ò. å.

N1 = {x ∈ X : (I − A)x = 0}
Ïóñòü x1 ∈ N1, òîãäà x1−Ax1 = 0 è x1 6= 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x−Ax = x1, êîòîðîå ïî óñëîâèþ ðàçðåøèìî. Ïóñòü x2 � ðåøåíèå, ò. å.
x2 − Ax2 = x1. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ îïåðàòîð I − A, òîãäà

(I − A)2x2 = (I − A)x1 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

N2 = {x ∈ X : (I − A)2x = 0}.
N1 ⊂ N2, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, ïîòîìó ÷òî x2 ∈ N2, íî x2 /∈ N1,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçàëîñü áû, ÷òî x1 = 0.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ïîëó÷èì öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ N1 ⊂
N2 ⊂ . . . ⊂ Nn ⊂ . . . , ñòðîãî âêëþ÷åííûõ äðóã â äðóãà. Ïî ëåììå
Ðèññà î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå â êàæäîì Nn íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
zn , ÷òî ‖zn‖ = 1 è ‖x − zn‖ > 1

2 äëÿ âñåõ x ∈ Nn−1. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Azn), ãäå A ∈ K (X). Îíà äîëæíà ñîäåðæàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïóñòü (Azn) � ýòî îíà è åñòü. Òîãäà äëÿ
n > m èìååì

‖Azn−Azm‖ = ‖zn−[(I−a)xn−(I−A)xm+zm]‖ = ‖xn−w‖ > 1

2
, (16.7)

ãäå w = (I − A)xn − (I − A)xm + zn è w ∈ Nn−1. Äåéñòâèòåëüíî,

Nn−1 = {w ∈ X : (I − A)n−1w = 0}.
Òîãäà (I−A)nxn = 0; (I−A)nxm = 0, (n > m), (I−A)n−1zm = 0, òàê êàê
n−1 > m. (16.7) îçíà÷àåò, ÷òî (Azn) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Êîøè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A.

2) ⇒ 3). Ïóñòü óðàâíåíèå (16.2) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,
ò. å. Ker(I−A) = {0}. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (16.3) ðàçðåøèìî ïðè
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
R(I −A∗) = X∗. Î÷åâèäíî, ÷òî R(I −A∗) ⊂ X∗. Ïîêàæåì âêëþ÷åíèå
â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü g ∈ X∗ è x � îäèí èç ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòà
y ∈ R(I − A), ò. å. x− Ax = y. Îïðåäåëèì íà R(I − A) ôóíêöèîíàë

f0(y) = g(x). (16.8)
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Ïîêàæåì, ÷òî îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ïóñòü x′ � äðóãîé ïðîîáðàç
ýëåìåíòà y. Òîãäà x−Ax = x′ −Ax′ èëè (x− x′)−A(x− x′) = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî x− x′ ∈ Ker(I −A) = {0}. Òàêèì îáðàçîì, g(x− x′) = 0
èëè g(x) = g(x′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåâàæíî, êàêîé èç ïðîîáðàçîâ
âûáðàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ f0.

Ïðîâåðèì ëèíåéíîñòü f0. Ïóñòü y1, y2 ∈ R(I−A), α1, α2 ∈ R. Òîãäà
α1y1+α2y2 ∈ R(I−A.) Ïóñòü x1, x2 � ïðîîáðàçû y1 è y2, ñîîòâåòñòâåííî.
Èìååì

α1x1 + α2x2 = (I − A)−1(α1y1 + α2y2)

è
f0(α1y1 + α2y2) = g(α1x1 + α2x2) = α1g(x1) + α2g(x2) =

= α1f0(y1)α2f0(y2).

Äîêàæåì, ÷òî f0 îãðàíè÷åí.
Â ëåììå 3.16.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖y‖ > m‖x‖

äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé x óðàâíåíèÿ (16.1). Íî òîãäà

‖f0(y)‖ = ‖g(x)‖ 6 ‖g‖‖x‖ 6 ‖g‖m−1‖y‖.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

‖f0‖ 6 ‖g‖m−1,

è f0 ∈ R(I − A∗).
3) ⇒ 4). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ÷àñòè òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçà�

òåëüñòâó 1) ⇒ 2).
4) ⇒ 1). Ïóñòü Ker(I −A∗) = {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêîå y0, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå (16.1) íå ðàçðåøèìî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî y 6∈ R(I − A). Òàê êàê ïî òåîðåìå 3.16.1 R(I − A) � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, òî y0 ïî ñëåäñòâèþ 3.10.2 èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà äîëæíî
áûòü îòäåëåíî îò ïîäïðîñòðàíñòâà R(I−A). Ïóñòü f0 ∈ X∗ � ýòî òàêîé
ôóíêöèîíàë, ÷òî f0(y0) = 1, à f0(y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ R(I − A). Íî
òîãäà

f0(y) = f0(x− Ax) = f0(I − A)(x) = (I − A∗)f0(x) = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(I − A∗)f0 = 0 èëè f0 ∈ Ker(I − A∗) = {0}.
Èòàê, f0 = 0, íî òîãäà f0(y0) = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1), 2), 3), 4), òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
è âñå îñòàëüíûå. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû
Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû I−A è I−A∗

íåïðåðûâíî îáðàòèìû. ⊗
Òåîðåìà 3.16.3 (âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ K (X). Òîãäà óðàâíåíèÿ (16.2) è (16.4)
èìåþò îäèíàêîâîå êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïåðâîé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà ìû äîêàçàëè, ÷òî
åñëè Ker(I − A) = {0}, òî Ker(I − A∗) = {0}. Ïóñòü òåïåðü ýòè ïîä�
ïðîñòðàíñòâà íå íóëåâûå. Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî îíè êîíå÷íî�
ìåðíû. Ïóñòü B[0,1] � øàð â ïðîñòðàíñòâå Ker(I − A). Òîãäà îáðàç
øàðà A(B) ñîâïàäàåò ñ øàðîì B. Çíà÷èò, B[0,1] � ïðåäêîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî â X. Ïî êðèòåðèþ êîíå÷íîìåðíîñòè ýòî ðàâíîñèëüíî êî�
íå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ker(I − A). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
êîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ker(I − A∗).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n = dimKer(I − A), m = dimKer(I − A∗).
Äîêàæåì, ÷òî n = m. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî n < m.

Ïóñòü {vi}n
i=1 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ker(I − A). Ïî ñëåä�

ñòâèþ 3.10.4 èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà íàéäåòñÿ ñèñòåìà ôóíê�
öèîíàëîâ {γj}n

j=1 ⊂ X∗, áèîðòîãîíàëüíàÿ ê ñèñòåìå {vi}, ò. å.
γj(vi) = δji, (i,j = 1,2, . . . ,n). Ïóñòü äàëåå {ψi}m

i=1 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Ker(I − A∗), òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 3.10.5 èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà
íàéäåòñÿ ñèñòåìà {zj}m

j=1, áèîðòîãîíàëüíàÿ ê {ψi}.
Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì A ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ã,

Ãx = Ax +
n∑

i=1

γi(x)zi. (16.9)

Îïåðàòîð Ã êîìïàêòåí, êàê ñóììà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà è îïåðàòîðà
êîíå÷íîãî ðàíãà.

Äîêàæåì, ÷òî Ker(I − Ã) = {0}. Ïóñòü x ∈ Ker(I − Ã), òîãäà
(I − Ã)x = 0 èëè

x− Ax =
n∑

i=1

γi(x)zi. (16.10)
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Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà ôóíêöèîíàë ψk, = 1,2, . . . , m.
Ïîëó÷èì

ψk(x− Ax) = ψk

(
(I − A)x

)
=

(
I − A∗)ψk(x) = 0(x) = 0,

òàê êàê ψk ∈ Ker(I − A∗). Äàëåå,

ψk

( n∑
i=1

γi(x)zi

)
=

n∑
i=1

γi(x)ψk(zi) =
n∑

i=1

γi(x)δki = γk(x) = 0.

Èìååì γk(x) = 0, k = 1,2, . . . , m. Èç (16.10) ñëåäóåò, ÷òî x − Ax = 0,
ò. å. x ∈ Ker(I − A).

Ïðåäñòàâèì âåêòîð x â âèäå x =
n∑

i=1
xivi è ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì

ôóíêöèîíàë γk(x), k = 1,2, . . . , m. Èìååì

γk(
n∑

i=1

xivi) =
n∑

i=1

xiγk(vi) = xk = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî Ker(I − Ã) = {0}.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Ker(I − Ã∗) 6= {0}. À èìåííî, ÷òî ýëåìåíò

áàçèñà ψn+1 ∈ Ker(I − Ã∗).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(I − Ã)∗ψn+1(x) = ψn+1(x)− Aψn+1 −
n∑

i=1

ψn+1(zi)γi(x) = 0

èëè

(I − Ã)∗ψn+1(x) = (I − A∗)ψn+1(x)−
n∑

i=1

ψn+1(zi)γi(x) = 0.

(I − Ã∗)ψn+1(x) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà Ker(I − Ã∗), à
ψn+1(zi) = 0, i = 1,2, . . . , n, èñõîäÿ èç ñâîéñòâà áèîðòîãîíàëüíûõ ñè�
ñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, ψn+1 ∈ Ker(I − Ã∗). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå
3.16.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå n < m íåâåðíî.

Çàìåíîé A íà A∗ àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî n > m áûòü íå
ìîæåò. Ïîýòîìó n = m. ⊗
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Òåîðåìà 3.16.4 (òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A ∈ K (X). Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâ�
íåíèå (16.1) èìåëî õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè
y ∈ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ h óðàâ�
íåíèÿ (16.4) âûïîëíÿëîñü óñëîâèå h(y) = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè Ker(I − A) = {0}, òî è
Ker(I − A∗) = 0. Ïîýòîìó 0(y) = 0. Ïóñòü Ker(I − A) 6= {0} è ïóñòü
óðàâíåíèå (16.1) èìååò ðåøåíèå x0 : x0 − Ax0 = y èëè (I − A)x0 = y.
Ïóñòü òàêæå h ∈ Ker(I − A∗). Òîãäà

h(y) = h
(
(I − A)x0

)
= (I − A∗)h(x0) = 0(x0) = 0.

Óñëîâèå âûïîëíåíî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü h(y) = 0, ãäå h : (I − A∗)h = 0. Äîïó�

ñòèì, ÷òî (16.1) òåì íå ìåíåå ïðè äàííîì y ðåøåíèé íå èìååò, ò. å.
y /∈ R(I − A). Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 3.16.1 ìíîæåñòâî R(I − A)
çàìêíóòî. Çíà÷èò ïî ñëåäñòâèþ 3.10.3 èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà ñóùå�
ñòâóåò ôóíêöèîíàë f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(y) = 1, f(x− Ax) = (I − A∗)f(x) = 0.

Íî òîãäà (I−A∗)f = 0 è f ∈ Ker(I−A∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë
f íà ýëåìåíòå y íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå åäèíèöà. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (16.1) ðàçðåøèìî. ⊗

Îïð å ä å ë å í è å 3.16.1. Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îïå�
ðàòîð A ∈ B(X,Y ) íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè
1) dimKer(A) < ∞;
2) dimKer(A∗) < ∞;
3) îáðàç R(A) çàìêíóò â Y ;

Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð I − A, ãäå A ∈ K (X), ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìî�
âûì.

×èñëî n = dimKerA íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íóëåé îïåðàòîðà A; ÷èñëî
m = dimKerA∗ � äåôåêòîì îïåðàòîðà A; ÷èñëî ind(A) = n − m �
èíäåêñîì îïåðàòîðà A.

Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ax = y, ãäå A � ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð,
ñïðàâåäëèâû òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Êëàññ îãðàíè÷åííûõ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ ïîëíîñòüþ îïè�
ñûâàåòñÿ òåîðåìîé, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 3.16.5 (Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî). Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, A ∈ B(X,Y ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð A áûë ôðåä�
ãîëüìîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) A = B+P, ãäå B ∈ B(X,Y ) � íåïðåðûâíî îáðàòèì, P ∈ B(X,Y )

� îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà;
2) A = C + T, ãäå C ∈ B(X,Y ) � íåïðåðûâíî îáðàòèì, T ∈

K (X,Y ) � êîìïàêòåí;

Çàäà÷è
1. Ïðèâåñòè ïðèìåð áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X è îïåðàòîðà A ∈

B(X) òàêîãî, ÷òî óðàâíåíèå x − Ax = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé.

2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ B(X) è óðàâíåíèå x −
Ax = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî
óðàâíåíèå x− Ax = y ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè?

3. Ïóñòü A : X → Y çàìêíóò è ñóùåñòâóåò òàêîå m > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ D(A) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ax‖ > m‖x‖. Äîêàçàòü,
÷òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî ðàçðåøèìûì, åñëè äëÿ ðàçðå�
øèìîñòè óðàâíåíèÿ Ax = y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f(y) = 0
äëÿ âñåõ f, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ A∗f = 0.

3.17. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà

Ïðèìåíèì òåîðèþ Ðèññà�Øàóäåðà ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä�
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà

x(t)−
b∫

a

K(t,s)x(s) ds = y(t). (17.1)

ãäå
b∫

a

b∫

a

|K(t,s)|2 ds dt < ∞.
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Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x − Ax = y, ãäå A �
êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâ�
íåíèå

x(t)−
b∫

a

K(t,s)x(s) ds = 0. (17.2)

Ïîñêîëüêó L2[a,b] � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è (L2[a,b])∗ ëèíåéíî èçî�
ìîðôíî L2[a,b], òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîïðÿæåííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü îïÿòü æå íà ýëåìåíòàõ ïðîñòðàíñòâà L2[0,1].

u(t)−
b∫

a

K(s,t)u(s) ds = g(t). (17.3)

u(t)−
b∫

a

K(s,t)u(s) ds = 0. (17.4)

Òåîðåìà 3.17.1 (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü K(t,s) �
òàêîå ÿäðî, ïðè êîòîðîì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð êîìïàêòåí â
L2[a,b]. Òîãäà âîçìîæíû ëèøü äâà ñëó÷àÿ:
1) Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (17.2) è (17.4) èìååò òîëüêî íóëåâûå

ðåøåíèÿ; óðàâíåíèÿ (17.1) è (17.3) ðàçðåøèìû äëÿ ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè è èìåþò åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2) Óðàâíåíèå (17.2) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñè�
ìûõ ðåøåíèé x1, x2, . . . , xn. Òîãäà óðàâíåíèå (17.4) èìååò òî æå
êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé u1, u2, . . . , un. Óðàâ�
íåíèå (17.1) ðàçðåøèìî, åñëè

b∫

a

ui(t)y(t) dt = 0, i = 1,2, . . . , n. (17.5)

è åãî ðåøåíèå

x(t) =
n∑

k=1

ckxk + x0(t),

ãäå c1, c2, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå; x0 � íåêîòîðîå
÷àñòíîå óðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (17.1).
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (17.1) â ïðî�
ñòðàíñòâå C[a,b]. Â ýòîì ñëó÷àå ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó C[a,b]
ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî V[a,b] ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì. Îä�
íàêî èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàí�
ñòâå ñîïðÿæåíî ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà, ñôîðìèðîâàííàÿ â ïðî�
ñòðàíñòâå L[a,b], ïîëó÷åíà èç îáùåé òåîðèè Ðèññà�Øàóäåðà, â êîòîðîé
íå ôèãóðèðóåò êîíêðåòíûé âèä ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà è ðåøåíèé
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ïåðâûé ïóíêò îñòàåòñÿ â ñèëå. Â
ïóíêòå 2) íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îäíîðîäíîãî óðàâ�
íåíèÿ.

Îäíàêî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ÿäðà K(t,s) ìîæíî îáîéòèñü áåç
îáðàùåíèÿ ê ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó, à ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òàê
íàçûâàåìîå ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

u(t)−
b∫

a

K(s,t)u(s) ds = 0 (17.6)

â ïðîñòðàíñòâå C[a,b].

Òåîðåìà 3.17.2. Ïóñòü K(t,s) ∈ C([a,b] × [a,b]), òîãäà äëÿ óðàâ�
íåíèÿ (17.1) ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (17.1) â ïðîñòðàíñòâå
L[a,b]. Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Ïîýòîìó óñëî�
âèÿ ðàçðåøèìîñòè èìåþò âèä (17.1), ãäå ui(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(17.4). Ïóñòü òåïåðü y(t) ∈ C[a,b] è K(t,s) ∈ C([a,b] × [a,b]). Òîãäà
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.1) x(t) áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Äåéñòâè�
òåëüíî, x(t) = y(t) + z(t).

z(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds.

Åñëè x(t) ∈ L2[a,b], òî z(t) ∈ C[a,b]. Ýòî ìû ïîêàçûâàëè â ïðèìåðå
ïóíêòà ?? Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (17.3)
è (17.4). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ(17.2) è (17.4) èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

x1(t), . . . , xn(t) ∈ C[a,b], u1(t), . . . , un(t) ∈ C[a,b].



3.17. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 101

Äàëåå, óðàâíåíèå (17.1) ðàçðåøèìî â L2[a,b] äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ y(t) ∈
C[a,b], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (17.5).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñêàçàííîå â òåîðåìå 3.17.1 îá óðàâíåíèÿõ (17.1)
� (17.5) â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b], ñïðàâåäëèâî è â ïðîñòðàíñòâå C[a,b].
Òåîðåìà äîêàçàíà. ⊗

Ïðèì å ð 35. Ïðè ëþáûõ λ, a,b ∈ R èññëåäîâàòü íà ðàçðåøèìîñòü
è íàéòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t)− λ

1∫

−1

1 + ts

1 + s2x(s) ds. (17.7)

Ïðèìåíèì òåîðåìó (17.1). Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå è íàé�
äåì åãî ðåøåíèå

x(t)− λ

1∫

−1

x(s)

1 + s2x(s) ds− λt

1∫

−1

sx(s)

1 + s2x(s) ds = 0.

Èìååì
x(t) = λc1 + λtc2,

ãäå

c1 =

1∫

−1

λc1 + λsc2

1 + s2 x(s) ds,

c2 =

1∫

−1

s(λc1 + λsc2)

1 + s2 x(s) ds.

Îòêóäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ c1 è c2 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ ñè�
ñòåìó: {

c1(1− λπ
2 ) + c2 · 0 = 0,

c1 · 0 + (λ(2− π
2 )− 1)c2 = 0.

Âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ
∣∣∣∣

1− λπ
2 0

0 λ(2− π
2 )− 1

∣∣∣∣ = 0, λ1 =
2

π
, λ2 =

2

4− π
.
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1) Åñëè λ 6= 2
π è λ 6= 2

4−π , òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî
íóëåâîå ðåøåíèå, ò. å. c1 = c2 = 0. Ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (17.7) áóäåò ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷à�
ñòè, ò. å. ïðè ëþáûõ a è b, è áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäåì
åãî. Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

x(t) = λc1 + λtc2 + a + t + bt2,

ãäå

c1 =

1∫

−1

x(s)

1 + s2 ds =

1∫

−1

λc1 + λsc2 + a + s + bs2

1 + s2 x(s) ds =

=
π

2
λc1 +

π

2
a + b(2− π

2
),

c2 =

1∫

−1

sx(s)

1 + s2 ds =

1∫

−1

s(λc1 + λsc2 + a + s + bs2)

1 + s2 ds =

= λc2(2− π

2
) + (2− π

2
) + b.

Îòêóäà
c1 =

πa + b(4− π)

2− πλ
, c2 =

4− π

2− λ(4− π)
.

Òîãäà
x(t) =

2a + λb(4− π)

2− λπ
+

2

2− λ(4− π)
+ bt2.

2) Ïóñòü λ = 2
π , òîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðå�

øåíèå x(t) = c. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñîïðÿæåííîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå

u(t)− 2

π

1∫

−1

1 + st

1 + t2
u(s) ds.

Îíî òàêæå èìååò îäíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå

u1(t) =
1

1 + t2
. (17.8)
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Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå
1∫

−1

a + t + bt2

1 + t2
dt = 0

èëè aπ + b(4−π) = 0. Èñõîäíîå ðåøåíèå ïðè òàêîì óñëîâèè íà ïðàâóþ
÷àñòü y(t) = a + t + bt2 + c ïðèìåò âèä

x(t) =
π

2(π − 2)
t + bt2 + c,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ïðè λ = 2

4−π , òîãäà u2(t) =

= t
1+t2 è óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

1∫

−1

(a + t + bt2) · t

1 + t2
dt = 0

èëè a ·0+(2− π
2 )+b ·0 = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ a è b íåò. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè λ = 2
4−π óðàâíåíèå (17.8) ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðèì å ð 36. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

x(t)− λ

t∫

0

x(s) ds = y(t) (17.9)

ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈ C[0,1] è íàéòè åãî ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x(t)− λ

t∫

0

x(s) ds = 0

èëè

x(t) = λ

t∫

0

x(s) ds.
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Òîãäà x(t) = λc(t), ãäå c(t) =
t∫

0
x(s) ds. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò 0 äî t :

t∫

0

x(τ) dτ = λ

t∫

0

c(τ) dτ.

Èìååì

c(t) = λ

t∫

0

c(τ) dτ.

Ýòî îçíà÷àåò, c(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó ïðîäèô�
ôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ�
íåíèå

c′(t) = λc(t),

ê êîòîðîìó äîáàâèì óñëîâèå c(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê
çàäà÷å Êîøè äëÿ ôóíêöèè c(t). Çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå íó�
ëåâîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (17.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïðè ∀λ ∈ R è ïðè ∀y ∈ C[0,1]. Íàéäåì åãî ðåøåíèå ïî èçëîæåííîé
âûøå ñõåìå.

x(t) = λc(t) + y(t),

t∫

0

x(τ) dτ = λ

t∫

0

c(τ) dτ +

t∫

0

y(τ) dτ.

c(t) = λ

t∫

0

c(τ) dτ +

t∫

0

y(τ) dτ.

{
dc

dt
− λc(t) = y(t),

c(0) = 0.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è Êîøè ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

c(t) =

t∫

0

e−λ(t−τ)y(τ) dτ.
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Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (17.9), ïîëó÷èì:

c(t) =

t∫

0

e−λ(t−τ)y(τ) dτ + y(t).

Çàäà÷è
1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x(t) = −λ

1∫

0

K(t,s)x(s) ds = y(t),

åñëè y(t) = t,

K(t,s) =

{
t(s− 1), 0 6 t 6 s 6 1
s(t− 1), 0 6 s 6 t 6 1

2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

x(t)− λ

2π∫

0

sin(t− 2s)x(s) ds = y(t)

ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì λ ∈ C è ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈ L2[0, 2π]. Íàéòè
åãî ðåøåíèå.

3.18. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ êîìïàêòíûì
îïåðàòîðîì

Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåð�
âîãî ðîäà

Ax = y, (18.1)
ãäå A ∈ K (X,Y ). Ïóñòü D(A) = X. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà äëÿ ðàçðå�
øèìîñòè óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà îïèðàëèñü íà çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé îïåðàòîðà I−A. Äëÿ óðàâíåíèÿ (18.1) R(A) êàê ïðàâèëî, íå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Y.
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Òåîðåìà 3.18.1. Ïóñòü X,Y � áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðî�
ñòðàíñòâà, A ∈ K (X,Y ) è íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êîíå÷íîãî ðàíãà.
Òîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé R(A) îïåðàòîðà A íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â Y.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, íî R(A) =

= R(A) ⊂ Y. Òàê êàê Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî R(A) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå Y, ò. å. R(A) áóäåò
áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü B[0,n] = {x ∈ X : ‖x‖ 6 n} � øàð
â X ðàäèóñà n â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà X =

∞⋃
n=1

B[0,n], à

R(A) = A(X) =
∞⋃

n=1
A(B).

Øàð B � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â X, A ∈ K (X,Y ), ïîýòîìó
åãî îáðàç A(B) ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à çíà÷èò, A(B) íèãäå íå
ïëîòíî â R(A), òàê êàê R(A) áåñêîíå÷íîìåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî R(A)
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áýðà î êàòåãîðèÿõ, ñîãëàñíî êîòîðîé áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî R(A) íåçàìêíóòî. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.18.1. Ïóñòü X, Y � êîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðî�
ñòðàíñòâà, A ∈ K (X,Y ). Òîãäà R(A) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. R(A) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçè�
åì â Y. Ïîñêîëüêó Y êîíå÷íîìåðíî, òî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå R(A)
çàìêíóòî â Y. ⊗

Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òåðÿåòñÿ ðàçíèöà
ìåæäó óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 3.18.2. Ïóñòü X, Y � áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðî�
ñòðàíñòâà, A ∈ K (X,Y ) è íà R(A) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð
A−1. Òîãäà A−1 íåîãðàíè÷åí íà R(A).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A−1 îãðàíè÷åí. Òîãäà I =
= AA−1 : X → X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì â áåñêîíå÷íîìåð�
íîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êðèòåðèþ êîíå÷íîìåðíîñòè (ñì.
òåîðåìó ??). Òîãäà A−1 íåîãðàíè÷åí. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y ìî�
æåò áûòü â ýòîì ñëó÷àå è êîíå÷íîìåðíûì. ⊗
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà � óðàâíåíèå
Ôðåäãîëüìà

b∫

a

K(t,s)x(s) ds = y(t), (18.2)

è óðàâíåíèå Âîëüòåððà
b∫

a

K(t,s)x(s) ds = y(t). (18.3)

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 3.18.1 è 3.18.2 ïðè çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈
L2[a,b] óðàâíåíèå (18.2) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ, à åñëè ýòî ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, òî â ñèëó íåîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A−1 íà R(A) îíî
íå áóäåò íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò ïðàâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó çàäà÷à (18.2)
ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (17.1) êîððåêòíà ìîæíî ïðèìå�
íèòü òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè [28], êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ñâåñòè íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó (18.2) ê êîððåêòíîé (17.1). Â ñëó÷àå, êî�
ãäà y ∈ R(A) îí îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 3.18.3. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü
A ∈ K (). Òîãäà äëÿ ëþáîé y ∈ H è ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè α > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xα ∈ H, à
êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ

inf
x∈H

{‖Ax− y‖2 + α‖x‖2}.

Ïðè ýòîì xα ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà

αx + A?Ax = A?y. (18.4)

Òåîðåìà 3.18.4. Ïóñòü xα � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.4) è ïðè
ýòîì y ∈ R(A). Òîãäà ïðè α → 0 âåëè÷èíà ‖Axα − y‖2 ìîíîòîííî
óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ï ð èì å ð 37. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà (18.2), ãäå K(t,s), y(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, K(t,s) =
n∑

i=0
ai(s)t

i, ãäå ai(s) � ìíîãî÷ëåíû îòíî�
ñèòåëüíî s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (18.2) èìååò ðåøåíèå. Òîãäà
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (18.2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) ∈ C[a,b] èìå�
åò âèä

n∑
i=1

bi(s)t
i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (18.2)

äîëæíà èìåòü òàêîé æå âèä.
Óðàâíåíèÿ âèäà (18.2) â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà áóäóò ðàññìîò�

ðåíû ïîçäíåå.

Ïðèì å ð 38. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà
(18.3) Åñëè äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû K(t,s), y(t) ∈ C[a,b], òî â äàííîì ñëó÷àå ýòîãî
íåäîñòàòî÷íî.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÿäðî K(t,s) è âñå åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîä�
íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (18.3) èìåëî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå íåîá�
õîäèìî, ÷òîáû y(a) = 0. Ïóñòü òåïåðü y(t) ∈ C1[a,b]. Ïðîäèôôåðåíöè�
ðóåì îáå ÷àñòè (18.3) ïî t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

K(t,t)x(t) +

t∫

a

∂K(t,s)

∂t
x(s) ds = f ′(t). (18.5)

Ïóñòü òåïåðü K(t,t) 6= 0, òîãäà, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè (18.5) íà K(t,t),
ïîëó÷èì

x(t) +

t∫

a

K′t(t,s)
K(t,t)

x(s) ds =
f ′(t)
K(t,t)

. (18.6)

Óðàâíåíèå (18.6) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ðîäà. Ê íåìó ìîæíî
ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííóþ ðàíåå òåîðèþ ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 3.18.5. Ïóñòü f(t),K(t,s) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, èìå�
þùèå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî t, y(a) = 0 è K(t,t) 6= 0 äëÿ âñåõ
t ∈ [a,b], òî óðàâíåíèå (18.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 3.18.1. Óðàâíåíèå (18.3) ïðè K(t,t) 6= 0 ìîæíî ñâåñòè
ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà è ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
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Ïîëîæèì F (t) =
t∫

0
x(s) ds, F (0) = 0. Òîãäà

t∫

a

x(s)ds = −
t∫

a

∂K(t,s)

∂s
F (s) ds +K(t,s)F (s)

∣∣∣
s=t

s=a

è óðàâíåíèå (18.3) ïðèìåò âèä

K(t,t)F (t)−
t∫

a

∂K(t,s)

∂s
F (s) ds = f(t)

èëè

F (t)−
t∫

a

∂K′s(t,s)
K(t,t)

F (s) ds =
f(t)

K(t,t)
).

×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (18.3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
t∫

0

K(t− τ)x(τ) dτ = f(t), (18.7)

êîòîðîå õîðîøî èçâåñòíî â ïðèëîæåíèÿõ. Ïóñòü, íàïðèìåð x(τ) � èçó�
÷àåìûé ðàäèîèìïóëüñ, f(t) � ñèãíàë, çàïèñàííûé íà íåêîòîðîì ðàñ�
ñòîÿíèè îò òî÷êè èçëó÷åíèÿ, K(t − τ) � èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ òðàññû
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîèìïóëüñà, çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ ñðåäû. Òîãäà
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìïóëüñà x(t) ðåøàåòñÿ çàäà÷à (18.7).

Ìîæíî òàêæå ðåøàòü çàäà÷ó: ïî èçâåñòíîìó âõîäó x(t) è âûõîäó
f(t) îïðåäåëèòü K(t − τ). Òîãäà ìû áóäåì çíàòü, êàê âëèÿåò ïðåîáðà�
çîâàíèå ñèãíàëà íà âõîäíîé ñèãíàë. Òàêàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó
òàê íàçûâàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷.

Çàäà÷è
1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Àáåëÿ

t∫

0

x(s)√
t− s

ds = y(t)
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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ y(t) � äèôôåðåíöèðóåìà.
2. Ñóùåñòâóåò ëè â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðåøåíèå óðàâíå�

íèÿ
t∫

0

(s− t)x(s) ds = sin2 t.

3.19. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, â îñíîâå ìåòî�
äà Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ëåæèò çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà � çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A : X → X �
ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Îïð å ä å ë å í è å 3.19.1. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å�
íèåì îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ X òàêîé,
÷òî

Ax = λx.

Ýëåìåíò x 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì ñîá�
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îïåðàòîðà A.

Ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ âåêòîðîì x âåêòîð cx (c � const, c 6= 0) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìè�
ðîâàííûìè, íàïðèìåð, óñëîâèåì ‖x‖ = 1.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
îòâå÷àþùèõ äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, íàçûâàþò êðàòíîñòüþ
ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 3.19.1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îò�
âå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïî èíäóêöèè.
Ïðè n = 1 âåêòîð x1, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1, ëèíåé�
íî íåçàâèñèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ
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n = k, ò. å. ëþáûå k ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ x1, . . . ,xk, îòâå÷àþùèå ðàç�
ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . ,λk, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêà�
æåì óòâåðæäåíèå äëÿ n = k + 1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâ�
íîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, . . . ,xk,xk+1,
îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì λ1, . . . ,λk,λk+1,λi 6= λj, i 6= j, i = 1,k + 1 è íàé�
äóòñÿ ñêàëÿðû λ1, . . . ,λk,λk+1, íå âñå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü, ÷òî

λ1x1 + . . . + λkxk + λk+1xk+1 = 0. (19.1)

Ïðèìåíèì ê äàííîìó ðàâåíñòâó îïåðàòîð A− λk+1I, ïîëó÷èì

(A− λk+1I)
k+1∑
i=1

αixi =
k+1∑
i=1

αiλixi −
k+1∑
i=1

αiλk+1xi =

k+1∑
i=1

αi(λi − λk+1)xi =
k+1∑
i=1

αi(λi − λk+1)xi = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû x1, . . . ,xk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî αi(λi−λk+1) = 0
äëÿ âñåõ i = 1,k. Íî λi 6= λk+1 äëÿ i = 1,k, çíà÷èò αi = 0, i = 1,k.
À òîãäà èç ðàâåíñòâà (19.1) ñëåäóåò, ÷òî αk+1 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
â (19.1) âñå αi = 0, i = 1,k + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î
çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ x1, . . . ,xk,xk+1. Ëåììà äîêàçàíà. ⊗

Ïðèì å ð 39. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäå�
ëåííûé ìàòðèöåé (aij), i,j = 1,n. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå (A − λE)x = 0
èìåëî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

det |A− λE| = 0. (19.2)

Óðàâíåíèå (19.2) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîáñòâåííûå çíà÷å�

íèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ�
íåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X → X êîìïàêò�
íûé îïåðàòîð. Èçó÷èì ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà A ∈ K (X).

Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, à Xλ � ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ çíà�
÷åíèþ λ.
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Òåîðåìà 3.19.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X →
X, A ∈ K (X). Òîãäà åãî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Xλ, îòâå÷àþ�
ùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ 6= 0, êîíå÷íîìåðíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ Xλ ëåæèò
â åäèíè÷íîì øàðå Bx[0,1]. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Axn) â ñèëó
êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(Axnk

). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
= 1

λAxnk
òàêæå áó�

äåò ñõîäèòüñÿ. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî åäèíè÷íûé øàð B1(0) â Xλ ïðåä�
êîìïàêòåí, ò. å. Xλ êîíå÷íîìåðíî. ⊗

Óïð àæí å í è å 23. Äîêàçàòü, ÷òî Xλ ÿâëÿåòñÿ â X ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 3.19.2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ K (x).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíå êðóãà |λ| 6 ε êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
(âåùåñòâåííîé îñè) ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîá�
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, íàéäåòñÿ ε0 > 0, äëÿ êî�
òîðîãî âíå êðóãà |λ| 6 ε0 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé (λn) è |λn| > ε0. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà Kn, ïîðîæäåí�
íûå âåêòîðàìè x1, . . . , xn, êîòîðûå ïî ëåììå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâè�
ñèìûìè. Òîãäà L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ . . . , ïðè÷åì, Ln 6= Ln+1 íè ïðè
êàêîì n ∈ N.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå è ïîñòðîèì ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ y1, . . . , yn, . . . ÷òî
1) yn ∈ Ln;

2) ‖yn‖ = 1;

3) ρ(yn, Ln−1) = inf
l∈Ln−1

‖yn − l‖ > 1
2 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn

λn
â ñèëó íåðàâåíñòâà |λn| > ε0 îãðàíè÷åíà. Òîãäà

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçîâ A( yn

λn
), ó÷èòûâàÿ êîìïàêòíîñòü îïåðà�

òîðà A, ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì,
÷òî ýòî íå òàê.

Ïóñòü yn =
n∑

k=1
αkxk, òîãäà

A
(yn

λn

)
= A

( n∑

k=1

αk

λn
xk

)
=

n−1∑

k=1

αkλk

λn
xk + αnxn =



3.19. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà 113

=
n−1∑

k=1

αk

(λk

λn
− 1

)
xk +

n∑

k=1

αkxk = zn + yn,

ãäå

zn =
n−1∑

k=1

αk(
λk

λn
− 1)xk ∈ Ln−1.

Ïîýòîìó ïðè ëþáûõ n > m

‖A(
yn

λn
)−A(

ym

λm
)‖ = ‖(zn +yn)−(zm +ym)‖ = ‖yn−(zm +ym−zn)‖ >

1

2
,

òàê êàê zm + ym− zn ∈ An−1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
âíå êðóãà |λ| 6 ε íàõîäèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
îïåðàòîðà A. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.19.1. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíî è ìîæåò áûòü çàíóìåðîâàíî â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
ìîäóëåé |λ1| > |λ2| > è λn → 0 ïðè n →∞.

Ïðèì å ð 40. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds (19.3)

ñ íåïðåðûâíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ÿäðîì K(t,s). Áóäåì ðåøàòü çàäà�
÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðà âèäà

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds = λx(t). (19.4)

Ïîñêîëüêó ÿäðî K(t,s) íåïðåðûâíî, òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò�
íûì. Äëÿ (19.4) âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
1) (19.4) èìååò ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå: x(t) = 0 ïðè λ 6= 0. Ýòî îçíà�

÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îòëè÷íûõ îò íóëÿ;

2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò
íóëÿ;
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3) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn, ïðè�
÷åì λn → 0 ïðè n →∞.

Â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä�
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïàðàìåòðîì µ :

x(t)− µ

b∫

a

K(t,s)x(s) ds = y(t). (19.5)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÿäðî K(t,s) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà òàêîâî,
÷òî óðàâíåíèå (19.5) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Îïð å ä å ë å í è å 3.19.2. µ ∈ C íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
÷èñëîì îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ L2[a,b],
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (19.5).
Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds (19.6)

� ýòî âåëè÷èíà îáðàòíàÿ ê åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Òîãäà àëüòåð�
íàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ óðàâíåíèÿ (19.5) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 3.19.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (19.5) áûëî ðàçðå�
øèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ L2[a,b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû µ íå
áûëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (19.3).
Åñëè µ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, òî åãî êðàòíîñòü êîíå÷íà è µ
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗

ê îïåðàòîðó (19.3) òîé æå êðàòíîñòè. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíå�
íèÿ (19.5) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ y(t) áûëà îðòî�
ãîíàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A∗, ñîîòâåòñòâó�
þùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1

µ . Ïðè ýòîì ó óðàâíåíèÿ (19.5) ñó�
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îðòîãîíàëüíîå âñåì ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1

µ .
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Çàäà÷è
1. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà

Ax(t) = x(−t).

2. Â ïðîñòðàíñòâå C[0,1] ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Ax(t) =
dx

dt
.

Íàéòè ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óêàçàí�
íîãî îïåðàòîðà â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
• D(A) = {x(t) ∈ C1[0,1]| x(0) = 0};
• D(A) = {x(t) ∈ C1[0,1]};
• D(A) = {x(t) ∈ C1[0,1]| x(0) = x(1)}.

3.20. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîì�
ïàêòíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H → H � ñàìîñîïðÿæåí�
íûé îïåðàòîð. Êàê ñëåäóåò èç (13.5), êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîðîæäåí�
íàÿ òàêèì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå
ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A ìîæíî îïèñàòü òàê.

Òåîðåìà 3.20.1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííû. Ñîáñòâåííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà Hλ1

è Hλ2
, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì, λ1 è λ2, îðòîãîíàëüíû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ax = λx, x 6= 0, òîãäà
(Ax,x) = λ(x,x) è

λ =
(Ax,x)

(x,x)
=

(x,Ax)

(x,x)
=

(x,λ x)

(x,x)
= λ.

Ïóñòü, äàëåå, x ∈ Hλ1
, y ∈ Hλ2

, λ1 6= λ2, òîãäà λ1(x,y) = (Ax,y) =
(x,λ2y) = λ2(x,y) è (x,y) = 0, òàê êàê λ1 6= λ2. ⊗

Ïóñòü òåïåðü ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ�
æåííûì. Òîãäà î íåì ìîæíî ñêàçàòü áîëüøå.
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Òåîðåìà 3.20.2. Êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè A = 0, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïóñòü A 6= 0. Ðàññìîòðèì ãðàíèöû îïåðàòîðà A

m = inf
‖x‖=1

(Ax,x), M = sup
‖x‖=1

(Ax,x).

Èç òåîðåìû 3.13.3 ñëåäóåò, ÷òî

‖A‖ = sup
‖x‖=1

|(Ax,x)|. (20.1)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (20.1) ‖A‖ = max {|m|,M}. Äîêàæåì, ÷òî

λ1 =

{
m, åñëè ‖A‖ = |m|,
M, åñëè ‖A‖ = M.

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ‖A‖ = M. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà M íàéäåò�

ñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), ‖xn‖ 6 1 è (Axn,xn) → M = λ1.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îãðàíè÷åíà, à îïåðàòîð A êîìïàê�

òåí, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Axn) ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà�
òåëüíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óæå âûäåëåíà,
ò.å. (Axn) ñõîäèòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, Axn → y0.

Òîãäà

‖Axn − λ1xn‖2 = ‖Axn‖2 − 2λ1(Axn,xn) + λ2
1 6

6 ‖A‖2 + λ2
1 − 2λ1(Axn,xn) = 2λ2

1 − 2λ1(Axn,xn) 6
6 2λ2

1 − 2λ1 · λ1 = 0.

Îòêóäà Axn − λ1xn → 0 ïðè n → ∞, à òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíñòü

xn =
1

λ1

(
Axn − (Axn − λ1xn)

)

èìååò ïðåäåë. Ñëåäîâàòåëüíî, xn → x0, x0 = 1
λ1

y0, èáî Axn → y0 =
= Ax0. Îòêóäà λ1x0 = Ax0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ‖A‖ = m. ⊗
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Ñëåäñòâèå 3.20.1. Åñëè êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íå èìååò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, òî A = 0.

Çàìå÷àíèå 3.20.1. Íàéäåííîå â òåîðåìå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïå�
ðàòîðà A λ1 = ‖A‖ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü λ � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à x �
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ‖x‖ = 1. Òîãäà

|λ| = |λ|(x,x) = |(Ax,x)| 6 ‖A‖ = λ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî äàííîå çàìå÷à�
íèå.

Òåîðåìà 3.20.3 . Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïàêòíîãî ñàìî�
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A : H → H, H � Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí�
ñòâî, ðàñïîëîæåíû íà îòðåçêå [m,M ], ãäå

m = inf
‖x‖=1

(Ax,x), M = sup
‖x‖=1

(Ax,x). (20.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò m è M âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ âñåõ x, ëåæàùèõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñïðàâåäëèâî

m 6 (Ax,x) 6 M.

Ïîýòîìó, åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ
‖x‖ = 1, òî (Ax,x) = λ(x,x) = λ, îòêóäà m 6 λ 6 M.

Ñåé÷àñ òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà m, M, åñëè îíè îòëè÷íû îò
íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà.

Ïóñòü M 6= 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð MI − A, òîãäà
(
(MI−

−A)x,x
)

= M(x,x) − (Ax,x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ H. Ïîýòîìó îïåðà�
òîð MI − A íåîòðèöàòåëåí. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x0 6= 0,
÷òî (Mx0 − Ax0,x0) = 0. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî M � ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå îïåðàòîðà A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ýëåìåíòà íåò. Òîãäà (Mx − Ax,x) = 0,
x ∈ H ëèøü ïðè x = 0, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x = x0. Ðàññìîòðèì
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â ïðîñòðàíñòâå H íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîðîæäåííîå îïåðà�
òîðîì MI − A, òîãäà äëÿ ëþáûõ x,y ∈ H èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|(Mx− Ax,y)| 6 |(Mx− Ax,x)| · |(My − Ay,y)|. (20.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ M êàê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
(Ax,x) íà åäèíè÷íîé ñôåðå ‖x‖ = 1 (20.2), âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâó�
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), ‖xn‖ = 1, n = 1,2, . . . , äëÿ êîòîðîé
(Axn,xn) −−−→

n→∞
M èëè

(Mxn − Axn,xn) → 0 (20.4)

Ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (20.3) x = xn, y = Mxn − Axn, ïîëó÷èì

‖Mxn − Axn‖4 6 |(Mxn − Axn,xn)| · (|M |+ ‖A‖)2.

Èç(20.4) ñëåäóåò, ÷òî

‖Mxn − Axn‖ −−−→
n→∞

0. (20.5)

Ïîêàæåì, ÷òî â (20.5) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n →∞. Ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòü (xn) îãðàíè÷åíà, îïåðàòîð A êîìïàêòåí, ïîýòîìó èç ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè (Axn) ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ. Ïóñòü ýòî ñäåëàíî,
è (Axn) ñõîäèòñÿ. Ïîñòóïèì òàê æå, êàê â òåîðåìå 3.20.2. Â ðàâåíñòâå

xn =
1

m

(
Axn − (Axn −Mxn)

)

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, èñïîëüçóÿ (20.5), ïîëó÷èì

(Mx0 − Ax0,x0) = 0, è ‖x0‖ = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, x0 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ M .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî m òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà�
÷åíèåì. ⊗

Ïðèì å ð 41. Âåðíåìñÿ ê âû÷èñëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà

Ax(t) =

t∫

0

x(s) ds.
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Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì îïåðàòîð A êàê êîìïîçèöèþ äâóõ îïåðàòîðîâ
V S, ãäå V y(t) = y(1− t), Sx(t) =

1−t∫
0

x(s) ds. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð V

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð V ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó

(V x,y) =

1∫

0

Ax(t)y(t) dt =

1∫

0

x(1− t)y(t) dt =

= [1− t = s] = −
0∫

1

x(s)y(1− s) ds =

1∫

0

x(t)y(1− t) dt = (x,V ∗y),

îòêóäà V ∗y(t) = y(1− t).
S � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ïîñêîëüêó

(Sx,y) =

1∫

0

( 1−t∫

0

x(s) ds

)
y(t) dt =

1∫

0

x(s)

1−s∫

0

y(t) dt = (x,S∗y),

îòêóäà S∗y(t) =
1−t∫
0

y(s) ds.
Êðîìå òîãî, S � êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ïîýòîìó

‖A‖ = ‖S‖.

Âû÷èñëåíèå íîðìû îïåðàòîðà S ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ìàê�
ñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S. Ñëåäîâà�
òåëüíî, èùåì λ ∈ R, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Sx = λx èëè
1−t∫

0

x(s) ds = λx(t).

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

λx′(t) + x(1− t) = 0

ñ óñëîâèÿìè x(1) = 0.
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Ýòè ðåøåíèÿ çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷èØòóð�
ìà � Ëèóâèëëÿ

λ2x′′(t) + x(t) = 0,

x(1) = 0, x′(0) = 0.

Ðåøàÿ åå, íàõîäèì λk =
(

π
2 + kπ

)−1
, k = 1,2, . . . .λ = π

2 � ìàêñè�
ìàëüíîå ïî ìîäóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ = ‖S‖ = 2

π .
Â òåîðåìå 3.20.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð â H èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è òàêèì
çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íîðìà îïåðàòîðà A.

×òîáû ðàññìîòðåòü ïîñòðîåíèå äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñî�
îòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ââåäåì íîâîå ïîíÿòèå.

Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ H íàçîâåì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí�
ñòâîì îïåðàòîðà A, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ L èìååì Ax ∈ L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, ñîñòîÿùåå
èç ýëåìåíòîâ x ∈ H, îðòîãîíàëüíûõ ïåðâûì n ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
{xi}, i = 1,2 . . . îïåðàòîðà A, (x,xi) = 0, i = 1, 2, . . . ,n. Äëÿ ëþáîãî
x ∈ Hn âåêòîð Ax ∈ Hn, ò. å. (Ax,xi) = (x,Axi) = λi(x,xi) = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð A :
Hn → Hn. Ïðè ýòîì îí, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è
êîìïàêòíûì. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 3.20.1,

|λn+1| = sup
‖x‖=1
x∈Hn

|(Ax,x)|

è òàê äàëåå.
Ïðèìåíèòåëüíî ê ñåïàðàáåëüíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó äàí�

íàÿ èäåÿ áóäåò ðàçâèòà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü H � áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A :

H → H � êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
A èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðî�
ñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ íåîòðèöàòåëüíû.
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3. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåð�
òîâîì ïðîñòðàíñòâå è λ = 0, λ = 1 åäèíñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ýòîãî îïåðàòîðà. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ?

3.21. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà - Øìèäòà è åå ïðèìåíåíèå
Èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñî�

ñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, â êîòîðîì ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Äîêàæåì òåîðå�
ìó Ãèëüáåðòà î ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñàìîñîïðÿæåííîãî
êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è
äàäèì åå ïðèìåíåíèå ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñèììåòðè÷íûìè
ÿäðàìè.

Òåîðåìà 3.21.1. Ïóñòü A � êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå�
ðàòîð èç H â H, à x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H. Òîãäà ýëåìåíò
Ax ∈ H ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕk}∞k=1
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λ1 íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà�
÷åíèå îïåðàòîðà, ò. å. |λ1| = |A‖, ϕ1 � îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé
âåêòîð. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî H1 = {x ∈ H : (x,ϕ1) = 0},
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A êàê áûëî îòìå÷åíî â ï. 3.20.
Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü A êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â H1.
Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî H1 ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíå�
íèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó L1, ïîðîæäåííîìó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ϕ1.
L1 ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ âèäà {tϕ1}, ãäå t � íåêîòîðûé
÷èñëîâîé ïàðàìåòð. L1 òàêæå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòî�
ðà A, ïîñêîëüêó, åñëè x ∈ L1, x = tϕ1, òî

Ax = A(tϕ1) = tA1 = tλ1ϕ1 ∈ L1.

Òàêèì îáðàçîì, H = H1 ⊕ L1.
Ðàññìîòðèì H1 êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

A : H1 → H1

è èìååò â H1 ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 6= 0, åñëè
îïåðàòîð A íåíóëåâîé, è ñîáñòâåííûé âåêòîð ϕ2, ïðè÷åì |λ2| 6 |λ1|,



122 3. ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Aϕ2 = λ2ϕ2. Çàòåì ðàññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî L2, ïîðîæäåííîå
âåêòîðàìè ϕ1 è ϕ2, è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê íåìó

H2 =
{
x ∈ H1| (x,ϕ2) = 0

}
.

Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ, íà n-îì øàãå ìû ïîñòðîèì ïîäïðîñòðàí�
ñòâî Ln, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ϕ1, . . . ,ϕn è ïîäïðîñòðàíñòâî

Hn =
{
x ∈ Hn−1| (x,ϕn) = 0

}
, H = Hn ⊕ Ln.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðà�
òîðà ñîâïàäàåò ñ íîðìîé îïåðàòîðà, ìû ìîæåì ïðèéòè ê ñëó÷àþ, êîãäà

inf
x∈Hn

(
Ax, x

)
= sup

x∈Hn

(
Ax, x

)
= 0.

(
Ax, x

)
= 0 íà Hn. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà Ax = 0 íà Hn.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ1, . . . ,ϕn è λ1, . . . ,λn

îáðàçóþò ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è âñåõ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà A. Òîãäà

H = Ln ⊕KerA,

ãäå Ln � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ϕ1, . . . ,ϕn, KerA �
ÿäðî îïåðàòîðà A, ò. å. ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåí�
íîìó çíà÷åíèþ λ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
n∑

i=1

(x,ϕi)ϕi + x0, x0 ∈ KerA

è
Ax =

n∑

i=1

(x,ϕi)λiϕi.

Îïåðàòîð A â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûé, ò. å. îí îòîáðàæàåò ãèëü�
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H â åãî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìî�
æåò ïðîäîëæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî. Òîãäà

∥∥∥A
(
x−

n∑

k=1

(x, ϕk)ϕk

)∥∥∥
2
6 ‖A‖2

Hn
· ‖x−

n∑
i=1

(x,ϕi)ϕi‖2 6

6 λ2
n+1 · (‖x‖2 −

n∑
i=1

|(x, ϕi)|2)2 6 λ2
n+1 · ‖x‖2.

Ïîñêîëüêó λn → 0 ïðè n →∞, òî A(x−
n∑

i=1
(x, ϕi)ϕi) −−−→

n→∞
0, ò. å.

Ax = lim
n→∞

A
( n∑

i=1

(x,ϕi)ϕi

)
=

∞∑
i=1

(x,ϕi)λiϕi

è òåîðåìà äîêàçàíà. ⊗
Ñëåäñòâèå 3.21.1. Åñëè êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H èìååò îáðàòíûé, òî ñèñòåìà åãî ñîá�
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà�Øìèäòà âûòåêàåò, ÷òî

= 0. (21.1)

Ïîýòîìó

A−1A
(
x−

∞∑
i=1

(x, ϕi)ϕi

)
= 0

èëè
x =

∞∑
i=1

(x, ϕi)ϕi.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð x ∈ H ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ
ðÿä Ôóðüå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {ϕi}∞i=1 ïî òåîðåìå î ïîëíûõ îðòî�
íîðìèðîâàííûõ ñèñòåìàõ îáðàçóåò áàçèñ H. ⊗

Ñëåäñòâèå 3.21.2. Äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A : H → H, â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H, ýëåìåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A.



124 3. ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (21.1). Èç íåãî âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x0 ∈ H, ÷òî
Ax0 = 0, òîãäà

x = x0 +
∞∑

i=1

(x, ϕi)ϕi.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ y ∈ H, äëÿ êîòîðûõ Ay = 0, ïðèíàäëåæèò
KerA. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà KerA ⊂ H ÿâëÿåò�
ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å�
íèþ. Åñëè H � ñåïàðàáåëüíî, òî â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïî�
ñòðîèòü ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ϕ′1, ϕ

′
2, . . . , ñîñòîÿùèé èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

x =
∞∑

i=1

(x, ϕi)ϕi +
∞∑

k=1

(x, ϕ′i)ϕ
′
i,

ãäå îäíà èëè îáå ñóììû ìîãóò áûòü è êîíå÷íûìè. ⊗

Çàäà÷è
1. Ïóñòü A � êîìïàêòíûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H, A? � ñîïðÿæåííûé ê íåìó. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðà�
òîðà AA? ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Ïîëó÷èòü â ÿâíîì
âèäå ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ.

2. Ïóñòü ϕn (n ∈ N) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðî�
ñòðàíñòâà H, λn ∈ R, λn −−−→

n→∞
0 è ïóñòü A : H → H òàêîé ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàçëîæå�
íèå â ðÿä Ôóðüå

Ax =
∞∑

i=1

(x,ϕi)λiϕi.

Äîêàçàòü, ÷òî A � êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
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3.22. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì
Â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä�

ãîëüìà âòîðîãî ðîäà

x(t)− λ

b∫

a

K(t,s)x(s) ds = y(t) (22.1)

ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì K(t,s), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

b∫

a

b∫

a

|K(t,s)|2 ds dt < ∞. (22.2)

Èç ï.3.20 èçâåñòíî, ÷òî:
1) èíòåãðàëüíîå îïåðàòîð

Ax(t) =

b∫

a

K(t,s)x(s) ds (22.3)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, ïðè÷åì
âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíû;

2) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì õàðàêòåðèñòè÷å�
ñêèì ÷èñëàì, îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé;

3) êàæäîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó ìîæåò îòâå÷àòü ëèøü êî�
íå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λ1,λ2, . . . ,
λn, . . . îïåðàòîðà (22.3) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn, . . . . Ïðèìåíèì òåîðåìó Ãèëüáåðòà�Øìèäòà ê èññëåäîâà�
íèþ íà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (22.1).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü λ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïå�
ðàòîðà (22.3). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, ðàçëîæèì èíòå�
ãðàëüíûé îïåðàòîð (22.3) â ðÿä

Ax(t) =
∞∑

i=1

(x,ϕi)

λi
ϕi(t).
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Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (22.1), ïîëó÷èì

x(t)− λ

∞∑
i=1

(x,ϕi)

λi
ϕi(t) = y(t). (22.4)

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (22.4) ñêàëÿðíî íà ϕm(t), m = 1,2, . . . ,n, . . . , ïðè�
õîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

(x,ϕm)− λ

n∑
i=1

(x,ϕi)

λi
(ϕn,ϕi) = (ϕm,y), m = 1,2, . . . . (22.5)

à òàê êàê λ � íå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, òî ìîæíî íàéòè êîýôôè�
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ cm = (x,ϕm), m = 1,2, . . . , â (22.5)

cm =
λm(y,ϕm)

λm − λ
=

λmym

λm − λ
.

×åðåç ym îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíò Ôóðüå ôóíêöèè y(t) ïðè ðàçëîæå�
íèè åå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ϕ1, . . . ,ϕn, . . . . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîýô�
ôèöèåíòû â (22.4), ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå:

x(t) = λ
n∑

i=1

yi

λi − λ
ϕi(t) + y(t). (22.6)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, òî óðàâíåíèå (22.1) ñ ñèììåòðè÷íûì ÿä�
ðîì K(t,s) â ïðîñòðàíñòâå L2[a,b] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈ L2[a,b].

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü λ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî êðàòíîñòè
q, ò. å. λ = λp = λp+1 = . . . = λp+q+1, q > p. Òîãäà èç (22.5) ìîæíî
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû cm òîëüêî ïðè m 6= p,p + 1, . . . ,p + q − 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî,

cm =
λmym

λm − λ
, åñëè m 6= p, p + 1, . . . , p + q − 1.

Åñëè æå íîìåð m òàêîâ, ÷òî p 6 n 6 p + q + 1, î ðàâåíñòâî (22.5)
ïðèíèìàåò âèä

cm(1− λ

λm
) = (y,ϕm), ãäå 1− λ

λm
= 0.
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Ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà

(y,ϕm) = 0, m = p, p + 1, p + q − 1. (22.7)

Ïîýòîìó äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (22.1) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñâî�
áîäíûé ÷ëåí y(t) áûë îðòîãîíàëåí âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ϕm(t),
ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λm. Åñëè ýòî
óñëîâèå âûïîëíåíî, óðàâíåíèå (22.1) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðå�
øåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé

x(t) = y(t) +
∞∑
i=1

k 6= p,...,p+q−1

yi

λi − λ
ϕi(t) +

p+q∑
i=p

ciϕi(t). (22.8)

Åñëè æå ôóíêöèÿ y(t) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (22.8), òî óðàâíåíèå
(22.1) ïðè λ = λp = . . . = λp+q−1 ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì îáùèå ðàññóæäåíèÿ íà ïðèìåðå.

Ïðèì å ð 42. Â ïðîñòðàíñòâå L2[0,π/2] ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x(t)− λ

π/2∫

0

K(t,s)x(s) ds = 1,

K(t,s) =

{
sin t cos s, 0 6 t 6 s 6 π/2,

sin s cos t, 0 6 s 6 t 6 π/2.

Íàéäåì ïðåæäå âñåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ýòîãî ðåøèì
óðàâíåíèå âèäà

x(t) = λ

π/2∫

0

K(t,s)x(s) ds,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x(t) = λ

t∫

0

sin s cos t x(s) ds + λ

π/2∫

t

sin t cos s x(s) ds.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî äâàæäû ïî t :

x′(t) = −λ sin t

t∫

0

sin s x(s) ds + λ cos t

π/2∫

t

cos s x(s) ds,

x′′(t) = −λ cos t

t∫

0

sin s x(s) ds− λ sin t sin t x(t)−

−λ sin t

π/2∫

t

cos s x(s) ds− λ cos t cos t x(t) = −x(t)− λx(t).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
{

x′′ + (λ + 1)x(t) = 0,

x(0) = 0, x(π/2) = 0.

Ýòî çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ðåøèì åå.
1) Ïóñòü λ + 1 < 0, ò. å. λ < −1. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåí�

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

x(t) = c1e
−
√
−(λ+1)t + c2e

+
√
−(λ+1)t.

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðå�
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c1 è c2:

c1 + c2 = 0,

c1(e
+
√
−(λ+1)π/2 − e−

√
−(λ+1)π/2) = 0.

Äàííàÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå c1 = c2 = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå λ < −1 íå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

2) Ïóñòü λ = −1. Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ áóäåò ôóíêöèÿ

x(t) = c1t + c2.
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Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî

c1 = c2 = 0.

3) Ïóñòü òåïåðü λ + 1 > 0, ò. å. λ > −1. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

x(t) = c1 cos
√

λ + 1 t + c2 sin
√

λ + 1 t.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

c1 = 0,

c2 sin
√

λ + 1
π

2
= 0.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, òî c2 6= 0 è

sin
√

λ + 1
π

2
= 0, ò. å.

√
λ + 1

π

2
= π k, k = 1,2, . . . .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

λk = 4k2 − 1, k = 1,2, . . . ,

òî
ϕk(t) = sin 2kt, k = 1,2, . . . .

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.
Èñïîëüçóÿ òåïåðü òåîðåìó Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, ïåðåéäåì ê ðåøå�

íèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Â íàøåì ñëó÷àå y ≡ 1, ïîýòîìó

yk = (y,ϕk) =
4

π

π/2∫

0

1 · sin 2kt dt = −4

π

cos 2kt

2k

∣∣∣
π/2

0
=





0, k = 2m,
4

π(2m− 1)
, k = 2m− 1, m = 1,2, . . . .

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ
λ 6= λk èìååì

x(t) = 1 + λ

∞∑
m=1

4 sin (4m− 2)t

π(2m− 1)[(4(2m− 1)2 − 1)− λ]
=
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= 1 +
4π

π

∞∑
m=1

sin (4m− 2)t

(2m− 1)(16m2 − 16m + 3− λ)
.

Åñëè æå λ = λ2m = 16m2 − 1, òî y2m = 0 è ôóíêöèÿ y(t) = 1
îðòîãîíàëüíà ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè

ϕ2m(t) = sin 4mt.

Ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïîëó÷åííîãî âûøå äîïîëíèòåëü�
íûì ñëàãàåìûì

C sin 4mt, C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà λ = λ2m−1 = 16m2 − 16m + 3, m = 1,2, . . . , óðàâíåíèå
ðåøåíèé íå èìååò.

Çàäà÷è
1. Â ïðîñòðàíñòâå L2[0,1] íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x(t)− λ

1∫

0

K(t,s)x(s) ds = y(t), åñëè :

à) y(t) = t,

K(t,s) =

{
t(s− 1), 0 6 t 6 s 6 1,

s(t− 1), 0 6 s 6 t 6 1.

á) y(t) = cos π t,

K(t,s) =

{
(t + 1)s, 0 6 t 6 s 6 1,

(s + 1)t, 0 6 s 6 t 6 1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

x(t)− λ

2π∫

0

sin (t− 2s)x(s) ds = y(t)

ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì λ ∈ C è ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈ L2[0,2π]. Íàéòè
åãî ðåøåíèå.
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3.23. Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ðåçîëüâåíòà
Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : X → X �

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Aλ = A − λI
èçó÷èì åãî ñâîéñòâà. Ïðåæäå âñåãî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, êîãäà îïåðà�
òîð Aλ íå èìååò îáðàòíîãî. Ñðåäè òàêèõ çíà÷åíèé λ áóäóò íàõîäèòüñÿ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A. Èçó÷èì òàêæå ñâîéñòâà îáðàòíîãî
îïåðàòîðà ê Aλ. Èçó÷åíèþ òàêîãî êëàññà çàäà÷ ïîñâÿùåíà ñïåêòðàëü�
íàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ.

Îïð å ä å ë å í è å 3.23.1. Òî÷êà λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷�
êîé îïåðàòîðà, åñëè îïåðàòîð (A − λI)−1 ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ îãðà�
íè÷åííûì îïåðàòîðîì, îïðåäåëåííûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, ò. å.
îïåðàòîð A− λI íåïðåðûâíî îáðàòèì.
Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì
ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ ρ(A). Åñëè λ ∈ ρ(A), òî
îïåðàòîð Rλ(A) = (A − λI)−1 íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå

(A− λI)x = y (23.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ðåøåíèå

x = (A− λI)−1y = Rλ(A)y. (23.2)

Ïóñòü λ è β � äâå ðåãóëÿðíûå òî÷êè îïåðàòîðà A. Òîãäà

Rλ(A) = (A− λI)−1 = (A− βI)−1(A− βI)(A− λI)−1 =

= Rβ(A)(A− βI)Rλ(A),

Rβ(A) = (A− βI)−1 = (A− λI)−1(A− λI)(A− βI)−1 =

= Rλ(A)(A− λI)Rβ(A),

îòêóäà
Rλ(A)−Rβ(A) = (λ− β)Rβ(A)Rλ(A). (23.3)

Ôîðìóëà (23.3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãèëüáåðòà.

Îïð å ä å ë å í è å 3.23.2. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ, íå ÿâëÿþùååñÿ ðå�
ãóëÿðíûì, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì. Ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíûõ òî÷åê
σ(A) îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.
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Òàêèì îáðàçîì, σ(A) = C \ ρ(A).
Èç òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâ�

íàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà Aλ = A − λI ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì
äâóì ðàâåíñòâàì

R(Aλ) = X, Ker(Aλ) = 0. (23.4)

Åñëè íàðóøåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (23.4), òî λ ïðèíàäëåæèò
ñïåêòðó îïåðàòîðà A. Â çàâèñèìîñòè î òîãî, êàêîå èç äâóõ óñëîâèé
íàðóøåíî, âûäåëÿþò ñëåäóþùèå òèïû òî÷åê ñïåêòðà:

1) λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, åñëè
Ker(Aλ) 6= {0}, ò. å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ X , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ax = λx. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà�
÷åíèé îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íûì èëè äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.
Íàïðèìåð, åñëè A � êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî åãî
òî÷å÷íûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì è ñîñòîèò òîëüêî èç
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

2) ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòî�
ðà A, åñëè Ker(A− λI) = {0}, R(A− λI) ⊂ X è R(A− λI) = X.

3) λ ∈ C íàçûâàåòñÿ òî÷êîé îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A,

åñëè Ker(A− λI) = {0}, R(A− λI) 6= X.
Òàêèì îáðàçîì, âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòû�

ðå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî,
òî÷å÷íûé, íåïðåðûâíûé è îñòàòî÷íûé ñïåêòðû.

Ïðèì å ð 43. Ïóñòü X = Cn, A : X → X � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çà�
äàííûé ìàòðèöåé A. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A−λI. Îí îáðàòèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A−λE íåâûðîæäåíà, ò. å. det |A−λE| 6= 0.
Êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (îíî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å�
ñêèì) è îáðàçóþò ñïåêòð îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, òî ñïåêòð ñîñòîèò èç
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Íåïðåðûâíûé è îñòàòî÷íûé ñïåê�
òðû ó îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòñóòñòâóþò.

Ïðèì å ð 44. Ïóñòü A = I : C[0,1] → C[0,1]. Òîãäà ñïåêòð îïå�
ðàòîðà A ñîñòîèò èç îäíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1. Ïðè λ 6= 1
îïåðàòîð (1− λ)I íåïðåðûâíî îáðàòèì è

Rλ(A) = (A− λI)−1 =
1

1− λ
I.
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Ïðèì å ð 45. Ïóñòü X = L2[0,1] è Ax(t) = tx(t) � îïåðàòîð óìíî�
æåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Ðàññìîòðèì ÿäðî

KerAλ =
{
x ∈ L2[0,1]| (A− λI)x = 0

}
.

Òîãäà (t−λ)x(t) = 0 ïî÷òè âñþäó è ïîýòîìó x(t) = 0 ïî÷òè âñþäó. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ó îïåðàòîðà A òî÷å÷íûé ñïåêòð îòñóòñòâóåò.

Ïóñòü λ = λ0 ∈ [0,1]. Ïîêàæåì, ÷òî λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà.
Äëÿ ýòîãî íà îòðåçêå [λ0 − ε, λ0] èç [0,1] îïðåäåëèì ôóíêöèþ

xε(t)

{ √
ε−1, t ∈ [λ0 − ε, λ0]

0, t /∈ [λ0 − ε, λ0].

ñ ‖xε‖ = 1. Äàëåå
Aλ0

xε(t) = (t− λ0)xε(t),

‖Aλ0
xε‖2 =

1∫

0

=
1

ε

λ0+ε∫

λ0

(t− λ)2 dt =
ε2

3
−−→
ε→0

0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âèäà xε ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà (A − λI)−1 è îáðàçóåò â L2[0,1] âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.
Íî îïåðàòîð (A − λI)−1 íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà ñîâîêóïíîñòè
òàêèõ ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ0 ∈ [0,1]îòíîñèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó
ñïåêòðó.

Ïðèì å ð 46. Ïóñòü X = l2 è îïåðàòîð A çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

A(x1,x2, . . .) = (0,x1,x2, . . .).

×èñëî λ = 0 îòíîñèòñÿ ê òî÷êàì ñïëîøíîãî ñïåêòðà, òàê êàê ÿäðî
Ker(A − λI) = {0} è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé R(A − λI) íå ÿâëÿåòñÿ
âñþäó ïëîòíûì â l2.

Âûÿñíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ρ(A) è σ(A).

Òåîðåìà 3.23.1. Ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ρ(A) ëèíåéíîãî
îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A îòêðûòî â C.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λ0 ∈ ρ(A), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà�
÷åíèåì îïåðàòîðà A. Ïîêàæåì, ÷òî êàê òîëüêî îïåðàòîð A−λ0I íåïðå�
ðûâíî îáðàòèì, òî íåïðåðûâíî îáðàòèìûì áóäåò è îïåðàòîð A − λI,
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åñëè |λ− λ0| < r, ãäå r � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì
ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà A− λI

A−λI = A−λ0I−(λ−λ0)I = (A−λ0I)
(
I−(λ−λ0)(A−λ0I)−1). (23.5)

Îïåðàòîð A−λI áóäåò íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, åñëè íåïðåðûâíî îáðà�
òèìûì áóäåò îïåðàòîð I−C, ãäå C = (λ−λ0)Rλ0

(A). Äëÿ îáðàòèìîñòè
ýòîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.7.1, ñîãëàñíî êîòîðîé íîð�
ìà îïåðàòîðà C äîëæíà áûòü ìåíüøå åäèíèöû èëè

‖(λ− λ0)Rλ0
(A)‖ < 1 (23.6)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå r = ‖Rλ0
(A)‖−1. Òîãäà (23.6) áóäåò èìåòü ìåñòî.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè λ0 ∈ ρ(A), òî è âñå λ ∈ C, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ ‖λ− λ0‖ < r áóäóò ïðèíàäëåæàòü ρ(A), ò. å. ρ(A) � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî. ⊗

Ïóñòü λ ∈ ρ(A). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Rλ0
(A) = (A − λI)−1. Ñî�

ãëàñíî ôîðìóëå (23.6) è òåîðåìå 3.7.1 åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà
Íåéìàíà

Rλ(A) =
(
I − (λ− λ0)Rλ0

(A)
)−1

Rλ0
(A) =

∞∑

i=1

(λ− λ0)
iRi+1

λ0
(A). (23.7)

Ðÿä (23.6) ñõîäèòñÿ â êðóãå ‖λ − λ0‖ < ‖R−1
λ0

(A)‖. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Rλ0

(A) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé λ ∈ ρ(A).

Òåîðåìà 3.23.2. Ñïåêòð σ(A) ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòî�
ðà A åñòü íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â C.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû 3.23.1 âûòåêàåò, ÷òî σ(A) = C \
ρ(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì êàê äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó.
Äîêàæåì, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {λ ∈ C : |λ| 6
6 ‖A‖}. Òîãäà

A− λI = −λ
(
I − 1

λ
A

)

è ïîýòîìó

(A− λI)−1 = −1

λ

(
I − 1

λ
A

)−1
= −1

λ

∞∑
i=0

(A

λ

)i

= −
∞∑
i=0

Ai

λi+1 .
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Îòêóäà

‖Rλ(A)‖ 6
∞∑
i=0

‖A‖i

|λ|i+1 =
1

|λ| − ‖A‖ (23.8)

ïðè |λ| > ‖A‖. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(A) ⊂ Òàê êàê ðåçîëüâåíòíîå ìíîæå�
ñòâî ρ(A) îòêðûòî, òî σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| 6 ‖A‖}. Îãðàíè÷åííîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â C ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî σ(A) 6= ∅. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,÷òî âñå
λ ∈ ρ(A). Äëÿ ëþáîãî x ∈ X è f ∈ X? ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(λ) = f
(
Rλ(A)

)
.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣f

(
Rλ(A)

)
+

∞∑

i=0

λ−i−1f(Aix)
∣∣∣ 6

6
∥∥∥Rλ(A) +

∞∑
i=0

λ−i−1‖Ai‖‖f‖‖x‖
∥∥∥.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g(λ) àíàëèòè÷íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ�
êîñòè, îãðàíè÷åíà è g(∞) = 0. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [32]
g(λ) = 0. Ïîñêîëüêó ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë f ∈ X?,
òî Rλ(A)(x) = 0, à òåïåðü â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x ∈ X èìå�
åì Rλ(A) = 0. Íî òîãäà (A−λI)−1 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó. ⊗

Óïð àæí å í è å 24. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè λ →∞ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

Rλ(A) = −
∞∑
i=0

Ai

λi+1
,

ò. å. áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A.

Îïð å ä å ë å í è å 3.23.3. Âåëè÷èíà

rσ(A) = lim
n→∞

‖An‖1/n (23.9)

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðà A.
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Òåîðåìà 3.23.3. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
C, A : X → X, A ∈ B(X). Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë (23.8)
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

rσ(A) = ‖A‖. (23.10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà. Ïóñòü
n = km + l, 0 6 l 6 m, n,k,l,m ∈ N, òîãäà

‖An‖ = ‖Akm+l‖ 6
(‖Ak‖)m‖Al‖.

Äàëåå

0 6 ‖An‖1/n 6 ‖Ak‖)m/n‖Al‖1/n = ‖Ak‖1/k‖Al‖1/n‖Ak‖−l/(kn).

Çàôèêñèðóåì k è l, à m óñòðåìèì ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì

0 6 lim
n→∞

‖An‖1/n 6 ‖Ak‖1/k 6 ‖A‖ 6 ∞, (23.11)

ãäå ñèìâîëîì lim îáîçíà÷åí âåðõíèé ïðåäåë. Â (23.11) óñòðåìèì k ê
áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì

lim
n→∞

‖An‖1/n 6 lim
n→∞

‖Ak‖1/k 6 ‖A‖,

ãäå lim � íèæíèé ïðåäåë.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë (23.9) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. ⊗
Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, êîòîðóþ ìû

ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà

rσ(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|. (23.12)

Îáðàòèìñÿ ê ðÿäó Íåéìàíà

I + A + A2 + . . . (23.13)

äëÿ A ∈ B(X). Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3.7.1 è òåîðåìó 3.23.3, ìîæíî ñôîð�
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.23.4. Åñëè rσ(A) < 1, òî ðÿä (23.13) ñõîäèòñÿ; åñëè
rσ(A) > 1, òî ðÿä (23.13) ðàñõîäèòñÿ.
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Óïð àæí å í è å 25. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.23.4.

Ïðèì å ð 47. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð Âîëüòåððà

Ax(t) =

t∫

a

K(t,s)x(s) ds, (23.14)

ãäå K(t,s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè ∆ =
=

{
t,s| a 6 s 6 t, a 6 t 6 b

}
. Âû÷èñëèì åãî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

rσ(A).
Ïóñòü M = max

(t,s)∈∆
|K(t,s)|. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂

C[a,b] âèäà

xn(t) =

t∫

a

K(t,s)xn−1(s) ds, n = 1,2 . . . , x0(t) = x(t.)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè (8.14), ïðèâåäåííûå â ï. 3.8 äëÿ îïåðàòîðà Âîëüòåð�
ðà, ïîëó÷èì

‖xn‖ 6 Mn(b− a)n

n!
‖x0‖.

Íî xn(t) = Anx(t), ïîýòîìó

‖An‖ 6 Mn(b− a)n

n!
.

Çíà÷èò,
rσ(A) = lim

n→∞
‖An‖1/n = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷�
êè λ = 0 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè îïåðàòîðà Âîëüòåððà (23.14).
Òî÷êà λ = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü A ∈ B(X). Ìîæåò ëè îïåðàòîð Rλ(A) áûòü âïîëíå íåïðå�

ðûâíûì?
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3. Ïóñòü A ∈ B(X), λ ∈ σ(A). Äîêàçàòü, ÷òî λn ∈ σ(An) ïðè
ëþáîì n ∈ N.

4. Ïóñòü A ∈ B(X) è A íåïðåðûâíî îáðàòèì. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
λ ∈ σ(A−1), òî λ−1 ∈ σ(A) è íàîáîðîò.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòð ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗ : X∗ → X∗

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì îïåðàòîðà A : X −→ X. Êðîìå òîãî, Rλ(A
∗) =

R∗
λ(A) äëÿ ÷èñåë λ ∈ ρ(A) = ρ(A∗).



139

Ëèòåðàòóðà
1. Àíòîíåâè÷ À.Á., Êíÿçåâ Ï.Í., Ðàäûíî ß.Â. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. � Ìèíñê: Âûøýéø.øê., 1978. � 206 ñ.
2. Àíòîíåâè÷ À.Á., Ðàäûíî ß.Â. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è èíòå�

ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.- Ìèíñê: Èçä-âî "Óíèâåðñèòåòñêîå", 1984. �
351 ñ.

3. Àõèåçåð Í.È., Ãëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëü�
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå: Â 2-õ ò. � Õ.: Âûùà. øêë. Èçä-âî Õàðüê.
óí-òå, 1977-1978. � Ò.1. � 316 ñ.; Ò.2. � 1978. � 288 ñ.

4. Áåðåçèíñêèé Þ.Ì., Óñ Ã.Ô, Øåôòåëü Ç.Ã. Ôóíêöèîíàëüíûé àíà�
ëèç. Êóðñ ëåêöèé. � Ê. : Âûùà.øê., 1990 � 600 ñ.

5. Âàðãà Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè â ÷èñ�
ëåííîì àíàëèçå. � Ì. : Ìèð, 1974.

6. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � Ì.: Íàóêà,
1971. � 512 ñ.

7. Âóëèõ Á.Ç. Ââåäåíèå â ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì. : Íàóêà, 1967.
� 416 ñ.

8. Ãåëáàóì Á., Îëòñòåä Äæ. Êîíòïðèìåðû â àíàëèçå. � Ì.: Ìèð, 1967.
� 251 ñ.

9. Ãëàçìàí È.Ì., Ëþáè÷ Þ.È. Êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé àíàëèç â
çàäà÷àõ. � Ì.: Íàóêà, 1969. � 475 ñ.

10. Äýé Ì. Íîðìèðîâàííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. � Ì.: Èçä-âî
èíîñòð. ëèò., 1961. � 232 ñ.

11. Èîñèäà Ê. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì.: Ìèð, 1967. � 624 ñ.
12. Êàíòîðîâè÷ Ë.Â., Àêèìîâ Ã.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì.:

Íàóêà. 1984. � 752 ñ.
13. Êèðèëëîâ À.À., Ãâèøèàíè À.Ä. Òåîðåìû è çàäà÷è ôóíêöèîíàëü�

íîãî àíàëèçà. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 400 ñ.
14. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíê�

öèîíàëüíîãî àíàëèçà. � Ì.: Íàóêà, 1989. � 624 ñ.
15. Êîëëàòö Ë. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòè�

êà. � Ì.: Ìèð, 1969.
16. Êðàñíîâ Ì.Ë. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975. � 304 ñ.
17. Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ. Îñíîâû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. � Íîâîñè�

áèðñê : Íàóêà, 1983. � 222 ñ.



140

18. Ëþñòåðíèê Ë.À., Ñîáîëåâ Â.È. Êðàòêèé êóðñ ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà. Ì.: Âûñø.øê., 1982. � 272 ñ.

19. Ìàçüÿ Â.Ã. Ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. � Ë.: Èçä-âî Ëåíèíãð.
óí-òà, 1985. � 416 ñ.

20. Ìèõëèí Ñ.Ã. Ëåêöèè ïî ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðïàâíåíèÿì. �
Ì.: Ôèçìàòèçä, 1959.

21. Íàéìàðê Ì.À., Ìàðòûíîâ Â.Â. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Äîëãî�
ïðóäíûé: ÌÔÒÈ, 1970.

22. Î÷àí Þ.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó: Îáùàÿ
òåîðèÿ ìíîæåñòâ è ôóíêöèé. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1981. � 271 ñ.

23. Ïåòðîâñêèé È.Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.:
Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1984. � 136 ñ.

24. Ðèññ Ô., Ñåêåôàëüâè-Íàäü Á. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíà�
ëèçó. � Ì.: Ìèð, 1979. � 592 ñ.

25. Ðóäèí Ó. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì. : Ìèð, 1975. � 448 ñ.
26. Ñîáîëåâ Ñ.Ë. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 336 ñ.
27. Òåëÿêîâñêèé Ñ.À. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëü�

íîãî ïåðåìåííîãî. � Ì.: Íàóêà, 1980. � 112 ñ.
28. Òèõîíîâ Ô.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çà�

äà÷. � Ì. Æ Íàóêà, 1974.
29. Òðåíîãèí Â.À. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì.: Íàóêà, 1980. � 496

ñ.
30. Òðåíîãèí Â.À., Ïèñàðåâñêèé Á.Ì., Ñîáîëåâà Ò.Ñ. Çàäà÷è è óïðàæ�

íåíèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. � Ì.: Íàóêà, 1984. � 256 ñ.
31. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç / Ïîä. îáù.ðåä. Ñ.Ã.Êðåéíà. � Ì.: Íàóêà,

1972. � 544 ñ.
32. Õàòñîí Â., Ïèì Äæ. Ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è

òåîðèè îïåðàòîðîâ. � Ì. : Ìèð. 1983. � 432 ñ.
33. Øèëîâ Ã.Å., Ãóðåâè÷ Á.Ë. Èíòåãðàë, ìåðà, ïðîèçâîäíàÿ. - Ì.:

Íàóêà, 1967. - 220 ñ.
34. Ýäâàðäñ Ð. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. � Ì.:

Ìèð, 1969. � 1071 ñ.


