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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ìîäåëè è ìåòîäû

Çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ � ýòî çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ

ðåñóðñîâ âî âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èçó÷àþòñÿ

â ðàìêàõ òåîðèè ðàñïèñàíèé. Ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè ðàñïèñàíèé çàäà÷è îáû÷íî ôîðìóëèðó-

þòñÿ â òåðìèíàõ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ëèáî íåñêîëüêèõ îá-

ñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ. Ïîä òåðìèíîì �òðåáîâàíèÿ� ïîäðàçóìåâàþòñÿ îáðàáàòûâàåìûå äåòàëè,

âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû, ïðîåêòû, òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà è ò.ï. Ïîä òåðìèíîì �ïðèáîðû�

ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñòàíêè, âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, ãðóïïû èñïîëíèòåëåé ïðîåêòîâ, ó÷àñòêè

äîðîã è ò.ï. Ïðèáîðû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Òðåáîâàíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðèáîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò èëè äîëæåí îáñëóæèâàòü äàííîå

òðåáîâàíèå. Åñëè êàæäîå òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îáñëóæåíî ëþáûì èç ýòèõ ïðèáî-

ðîâ, òî îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîñòàäèéíîé (ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïàðàë-

ëåëüíûìè ïðèáîðàìè). Åñëè òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêèìè

ïðèáîðàìè, òî ãîâîðÿò î ìíîãîñòàäèéíûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ. Ìíîãîñòàäèéíûå ñèñòåìû, â

ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òðè îñíîâíûõ òèïà: ñèñòåìû �ow-, job- è open-shop, îïèñàíèå

êîòîðûõ ïðèâåäåíî íèæå.

Ïðè ãðóïïîâûõ òåõíîëîãèÿõ îáñëóæèâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ

ãðóïïàìè ëèáî ïàðòèÿìè è ïðè ïåðåõîäå îò îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ îäíîé ãðóïïû (ïàðòèè)

ê îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ äðóãîé ãðóïïû (ïàðòèè) íåîáõîäèìà ïåðåíàëàäêà ïðèáîðà.

Ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå îçíà÷àåò òåì èëè èíûì ñïîñîáîì óêàçàòü äëÿ êàæäîé ïàðû �òðåáî-

âàíèå � ïðèáîð� èíòåðâàë âðåìåíè, â êîòîðîì ýòîò ïðèáîð îáñëóæèâàåò äàííîå òðåáîâàíèå.

Ïðè ýòîì äîëæåí áûòü ñîáëþäåí ðÿä îãðàíè÷åíèé, íàïðèìåð, òðåáîâàíèå íå ìîæåò îáñëóæè-

âàòüñÿ äâóìÿ è áîëåå ïðèáîðàìè îäíîâðåìåííî; íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé ìîæåò áûòü çàäàíî

îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå íåëüçÿ íàðóøàòü, è ò.ï.

Èíòåðåñ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå íå ëþáûõ ðàñïèñàíèé, à ëèøü òåõ èç íèõ, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè îòíîñèòåëüíî òîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ. Êðèòåðèåì ìîæåò áûòü

ìèíèìèçàöèÿ ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé, ñðåäíåãî âðåìåíè ïðåáû-

âàíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, ñóììàðíûõ çàòðàò, ñóììàðíîãî ëèáî ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ

ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé îò çàäàííûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ è ò.ï.

Êóðñ ëåêöèé âêëþ÷àåò ÷åòûðå ðàçäåëà: äàííûé ðàçäåë, èìåþùèé ââîäíûé è ìåòîäîëîãè-
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÷åñêèé õàðàêòåð, è òðè ðàçäåëà, ïîñâÿùåííûå ðàçëè÷íûì òèïàì îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì: îä-

íîñòàäèéíûì ñèñòåìàì, ìíîãîñòàäèéíûì ñèñòåìàì è ñèñòåìàì ñ ãðóïïîâûìè òåõíîëîãèÿìè

îáñëóæèâàíèÿ.

Â ðàçä. 1.1 ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå îáùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïè-

ñàíèé, äàåòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ òèïîâ îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì è îòìå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå

ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è. Â ðàçä. 1.2 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå

îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàçä. 1.3 îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äèñêðåò-

íûõ çàäà÷. Â ðàçä. 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

óêàçàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðèáîðàìè. Ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è îïèñûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïåðåñòà-

íîâî÷íûé ïðèåì, ÷àñòî ïðèìåíÿþùèéñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé. Â ðàçä. 1.5 è 1.6 îïèñûâàþòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñïîñîá

ïîñòðîåíèÿ ε-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê íåêîòîðîé ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷å. Â ðàçä. 1.7 îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå

ïðèåìû ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàçä. 1.8

îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Îäíà èç íàèáîëåå îáùèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n òðåáîâàíèé, êîòîðîå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî

m ïðèáîðàìè. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ ïðåðûâàíèÿìè èëè

áåç ïðåðûâàíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì ìîæåò áûòü

ïðåðâàí è çàòåì âîçîáíîâëåí â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò âðåìåíè. Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêèå äåéñòâèÿ

çàïðåùåíû. Êàæäûé ïðèáîð ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè. Êàæäîå òðåáîâàíèå ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ïðèáîðîì â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè.

Ïîñêîëüêó ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ïðèðîäà òðåáîâàíèé áåç-

ðàçëè÷íà, ñîïîñòàâèì èì ÷èñëà j = 1, . . . , n, êîòîðûå äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èõ

èäåíòèôèêàòîðîâ. Àíàëîãè÷íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáîðàì ñîïîñòàâëåíû ÷èñëà l = 1, . . . ,m.

Äëÿ òðåáîâàíèÿ j çàäàíà äëèòåëüíîñòü åãî îáñëóæèâàíèÿ plj ïðèáîðîì l, j = 1, . . . , n,

l = 1, . . . ,m. Êðîìå òîãî, ìîãóò áûòü çàäàíû äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òàêèå, êàê ìîìåíò ïî-

ñòóïëåíèÿ rj, ðàíåå êîòîðîãî îáñëóæèâàíèå ýòîãî òðåáîâàíèÿ íå ìîæåò áûòü íà÷àòî, äèðåêòèâ-

íûé ñðîê dj, ê êîòîðîìó íåîáõîäèìî ëèáî æåëàòåëüíî çàâåðøèòü îáñëóæèâàíèå ýòîãî òðåáîâà-

íèÿ, âåñîâîé êîýôôèöèåíò (âåñ) wj, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü òðåáîâàíèÿ j,

è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ fj(t), îïðåäåëÿþùàÿ ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ ïðè

óñëîâèè, ÷òî åãî îáñëóæèâàíèå çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ïîðÿäêà)

� áèíàðíîå, òðàíçèòèâíîå, àíòèðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå. Åñëè òðåáîâàíèå i ïðåäøåñòâóåò òðå-

áîâàíèþ j, òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ j íå ìîæåò áûòü íà÷àòî äî çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
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i.

Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèòóàöèé, â êîòîðûõ âñå ïàðàìåòðû îáñëóæèâàþùåé

ñèñòåìû è òðåáîâàíèé ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, ò.å. çàðàíåå îïðåäåëåííûìè.

1.1.1. Îïðåäåëåíèå ðàñïèñàíèÿ. Ïîä ðàñïèñàíèåì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæ-

äîìó ïðèáîðó l è ìîìåíòó âðåìåíè t ñîïîñòàâëÿåò òðåáîâàíèå, îáñëóæèâàåìîå ïðèáîðîì l â

ìîìåíò âðåìåíè t, ëèáî óêàçûâàåò, ÷òî ïðèáîð l â ìîìåíò t ïðîñòàèâàåò. Ñ öåëüþ êîððåêòíî-

ãî îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

íåïðåðûâíîé ñëåâà ïî t. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé,

ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé òàêæå ðàçëè÷àþòñÿ. Èìè ìîãóò áûòü ôîðìóëû, òàáëèöû,

ãðàôèêè è ò.ï. Íàèáîëåå èçâåñòíîé ãðàôè÷åñêîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

äèàãðàììà Ãàííòà.

Ïðèìåð 1.Äâà òåðìèíàëà àýðîïîðòà äîëæíû â òå÷åíèè äíÿ ïðèíÿòü è îòïðàâèòü 12 ñàìîëå-

òîâ. Íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå ðàáîòû òåðìèíàëîâ ïðåäñòàâëåíî äèàãðàììîé Ãàííòà òèïà (âðåìÿ-

ïðèáîðû). Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðàñïèñàíèå äîïóñòèìûì, åñëè çàäàíû æåëàòåëüíûå

ìîìåíòû íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ñàìîëåòîâ, äëèòåëüíîñòè èõ îáñëóæèâàíèÿ òåð-

ìèíàëàìè, à òàêæå îãðàíè÷åíèå î òîì, ÷òî äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå îò æåëàòåëüíûõ ìîìåíòîâ

íà÷àëà (rj) è çàâåðøåíèÿ (dj) îáñëóæèâàíèÿ ñàìîëåòîâ 2, 6 è 11 íå äîëæíà ïðåâûøàòü 0.5 ÷àñà.

Òåðìèíàë 2 1 3 5 6 7 9

Òåðìèíàë 1 2 4 8 10 11 12

-âðåìÿ

r2 d2 r6 d6 r11 d11

1 2 3 4 5 60

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà Ãàííòà äëÿ ïðèìåðà 1.

Îòâåò: ðàñïèñàíèå íåäîïóñòèìî, òàê êàê îòêëîíåíèå îò d11 ïðåâûøàåò 0.5 ÷àñà.

Ïðèìåð 2. Öåõ, ñîñòîÿùèé èç 5 ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðèáîðîâ, äîëæåí èçãîòîâèòü òðè èç-

äåëèÿ. Äëÿ êàæäîãî èçäåëèÿ çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïðèáîðîâ è äëèòåëüíîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé. Äèàãðàììà Ãàííòà òèïà (âðåìÿ-òðåáîâàíèÿ) çàäàåò íåêîòîðîå ðàñ-

ïèñàíèå. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðàñïèñàíèå äîïóñòèìûì, åñëè êàæäûé ïðèáîð ìîæåò

îáðàáàòûâàòü íå áîëåå îäíîãî èçäåëèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Îòâåò: ðàñïèñàíèå íåäîïóñòèìî, òàê ïðèáîð 3 îáñëóæèâàåò îäíîâðåìåííî äâà òðåáîâàíèÿ.

Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèÿìè çàäàííûõ äè-

ðåêòèâíûõ ñðîêîâ, ëèáî ìèíèìèçàöèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè, çàâèñÿùåé îò ìîìåíòîâ

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

1.1.2. Òèïû îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì. Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ìî-

ãóò áûòü óñëîâíî ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî êëàññîâ â çàâèñèìîñòè îò òèïà îáñëóæèâàþùåé ñè-



8

Èçäåëèå 3 1 2 4 32

Èçäåëèå 1 3 5 3 1 4

Èçäåëèå 2 2 4 3 5 4 1

-
âðåìÿ0

Ðèñ. 2. Äèàãðàììà Ãàííòà äëÿ ïðèìåðà 2.

ñòåìû. Ðàçëè÷àþò ñëåäóùèå òèïû îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì.

Îäíîñòàäèéíûå ñèñòåìû. Êàæäîå òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îáñëóæåíî îäíèì

èç m èìåþùèõñÿ ïðèáîðîâ, î êîòîðûõ ãîâîðÿò, ÷òî îíè ðàáîòàþò ïàðàëëåëüíî.

Ìíîãîñòàäèéíûå ñèñòåìû. Êàæäîå òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî îáñëóæå-

íî íåñêîëüêèìè ïðèáîðàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèå

íåìåäëåííî îñâîáîæäàåò ïðèáîð. Êðîìå òîãî, âðåìÿ ïåðåõîäà òðåáîâàíèÿ ñ îäíîãî ïðèáîðà

íà äðóãîé ìàëî è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì íàçû-

âàåòñÿ îïåðàöèåé. Ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ðàâåí ìîìåíòó çàâåðøåíèÿ

âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåé îïåðàöèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ. Ìíîãîñòàäèéíûå ñèñòåìû, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðàçäåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå.

Ñèñòåìà ��ow-shop�. Êàæäîå òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî êàæäûì èç ïðèáîðîâ

1, . . . ,m â ïîðÿäêå 1, . . . ,m, ò.å. äî íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðèáîðîì l + 1 îáñëóæèâàíèå ýòîãî

òðåáîâàíèÿ äîëæíî çàâåðøèòüñÿ íà ïðèáîðå l, l = 1, . . . ,m− 1.

Ñèñòåìà �open-shop�. Êàæäîå òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî êàæäûì èç ïðèáîðîâ

1, . . . ,m, ïðîõîäÿ èõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ìàðøðóòû ïðîõîæäåíèÿ ïðèáîðîâ òðåáîâàíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà �job-shop�. Â ýòîé ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ èìåþò çàäàííûå, íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêî-

âûå ìàðøðóòû ïðîõîæäåíèÿ ïðèáîðîâ 1, . . . ,m, â êîòîðûõ ïðèáîðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Çàäàíèå 1. Ïîñòðîèòü äèàãðàììû Ãàííòà äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ è âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ðÿäà

öåëåâûõ ôóíêöèé.

Çàäàíèå 2. Ê êàêîìó êëàññó îòíîñèòñÿ îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ:

2.1. Îäèí ñòðîèòåëü â òå÷åíèå ñìåíû äîëæåí âûïîëíèòü 7 çàäàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ

òðåáóåò èñõîäíûå ìàòåðèàëû, ïîñòàâëÿåìûå â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå

ðàáîòû ñòðîèòåëÿ òàêîå, ÷òîáû âñå çàäàíèÿ áûëè âûïîëíåíû â çàäàííûå ñðîêè.

2.2. Äâà êðàíà îáñëóæèâàþò ïîäúåìíûå ðàáîòû íà 17 ñòðîèòåëüíûõ îáúåêòàõ. Çàäàíû âðå-

ìåííûå èíòåðâàëû âûïîëíåíèÿ ðàáîò è ïðèáûëü îò èõ âûïîëíåíèÿ. Ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ðà-

áîòû êðàíîâ, ìàêñèìèçèðóþùåå ñóììàðíóþ ïðèáûëü.

2.3. Ðÿä äåòàëåé äîëæåí ïðîéòè îáðàáîòêó íà òîêàðíîì, ôðåçåðíîì è øëèôîâàëüíîì ñòàí-
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êàõ â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàäàíû äëèòåëüíîñòè îáðàáîòêè êàæäîé äåòàëè íà êàæ-

äîì ñòàíêå. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê îáðàáîòêè äåòàëåé êàæäûì ñòàíêîì òàêîé, ÷òîáû ìèíèìèçè-

ðîâàòü ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ äåòàëåé â îáñëóæèâàþùåé ñèñòåìå.

2.4. Íà êàæäîì èç 10 ïîëåé íåîáõîäèìî ïðîâåñòè 5 ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ðàáîò â ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ óíèêàëüíîé ìàøèíîé. Ñîñòàâèòü ïëàí âû-

ïîëíåíèÿ ðàáîò ìàøèíàìè òàêîé, ÷òîáû çàâåðøèòü âñå ðàáîòû êàê ìîæíî áûñòðåå.

2.5. Ïðè âûïóñêå ëåêàðñòâ èñïîëüçóþòñÿ õèìè÷åñêèå âàííû. Äëÿ êàæäîãî òèïà ëåêàðñòâà

çàäàíà îïðåäåëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ èç ýòèõ âàíí. Îäíîâðåìåí-

íî â âàííå ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäèí òèï ëåêàðñòâà. Ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå âûïóñêà çàäàííîãî

êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâ ðàçíûõ òèïîâ, ìàêñèìèçèðóþùåå çàãðóçêó âñåõ âàíí.

1.2. Îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

α/β/γ, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïîëåé. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè

ðàñïèñàíèé, íå çàòðàãèâàþùèå çàäà÷è ñ ãðóïïîâûìè òåõíîëîãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ.

1.2.1. Ïåðâîå ïîëå α = α1α2 îïèñûâàåò îáñëóæèâàþùóþ ñèñòåìó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

α1 ∈ {·, P,Q,R,O, F, J}, ãäå · îáîçíà÷àåò ïóñòîé ñèìâîë. Ïåðâûå ÷åòûðå ñèìâîëà ñëóæàò äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ îäíîñòàäèéíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ:

• α1 = · : îäèí ïðèáîð; p1j = pj;

• α1 = P : ïàðàëëåëüíûå èäåíòè÷íûå ïðèáîðû; plj = pj äëÿ âñåõ ïðèáîðîâ;

• α1 = Q : ïàðàëëåëüíûå ïðèáîðû ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè; plj = pj/vl, ãäå vl � ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòü ïðèáîðà l;

• α1 = R : ïàðàëëåëüíûå ðàçëè÷íûå ïðèáîðû; plj ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè íåîòðè-

öàòåëüíûìè ÷èñëàìè;

• α1 = O : open-shop;

• α1 = F : �ow-shop;

• α1 = J : job-shop.

Åñëè α1 ∈ {O,F, J}, òî plj ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ñèìâîë α2 ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðèáîðîâ. Â ñëó÷àå α2 = m èìååòñÿ â âèäó,

÷òî êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ ôèêñèðîâàíî è ðàâíî m. Â ñëó÷àå α2 = · êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ � ïåðå-
ìåííàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Îáîçíà÷åíèå

α1 = · ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â ñî÷åòàíèè ñ α2 = 1.

1.2.2. Âòîðîå ïîëå β îïèñûâàåò õàðàêòåðèñòèêè òðåáîâàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî β ⊂
{β1, . . . , β5}, ãäå βk îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• β1 ∈ {·, pmtn};

• β1 = · : ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ çàïðåùåíû;

• β1 = pmtn : ïðåðûâàíèÿ ðàçðåøåíû;

• β2 ∈ {·, pj = p, plj = p};

• β2 = · : äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé pj ëèáî plj ïðîèçâîëüíû;

• β2 ∈ {pj = p, plj = p} : pj ëèáî plj îäèíàêîâû è ðàâíû p äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé è ïðèáîðîâ;

• β3 ∈ {·, dj = d};

• β3 = · : åñëè çàäàíû äèðåêòèâíûå ñðîêè dj, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè;

• β3 = (dj = d) : dj îäèíàêîâû è ðàâíû d äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé;

• β4 ∈ {·, rj};

• β4 = · : ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé;

• β4 = rj : çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé rj;

• β5 ∈ {·, prec, tree, in− tree, out− tree, s-p, chain};

• β5 = · : íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé íå çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ;

• β5 = prec : íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûì àöèêëè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì;

• β5 ∈ {tree, in− tree, out− tree, chain} : ãðàô îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåðå-

âîì, âõîäÿùèì äåðåâîì, âûõîäÿùèì äåðåâîì, ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûì ãðàôîì è

íàáîðîì öåïåé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå äðóãèå ëåãêî èíòåðïðåòèðóåìûå

îáîçíà÷åíèÿ. Íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ äàþòñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ.

1.2.3. Òðåòüå ïîëå, γ, îïèñûâàåò êðèòåðèé çàäà÷è, êîòîðûé ñîñòîèò â îòûñêàíèè ðàñïèñà-

íèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ ëèáî ìèíèìèçèðóþùåãî íåêîòîðóþ öåëå-

âóþ ôóíêöèþ. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ïðè çàäàííîì ðàñïèñàíèè:

� ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ Cj;

� âðåìåííîå ñìåùåíèå Lj = Cj − dj;

� çàïàçäûâàíèå Tj = max{0, Cj − dj};
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� åäèíè÷íûé øòðàô Uj, ãäå Uj = 1, åñëè òðåáîâàíèå j ÿâëÿåòñÿ çàïàçäûâàþùèì (Cj > dj),

è Uj = 0, åñëè òðåáîâàíèå j íå ÿâëÿåòñÿ çàïàçäûâàþùèì (Cj ≤ dj). Íå çàïàçäûâàþùèå

òðåáîâàíèÿ áóäåì íàçûâàòü ðàííèìè.

Ðàñïèñàíèå äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, åñëè

Cj ≤ dj äëÿ âñåõ j.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå öåëåâûå ôóíêöèè:

� ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü fmax = max{fj(Cj)};

� îáùèé ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ Cmax = max{Cj};

� ìàêñèìàëüíîå âðåìåííîå ñìåùåíèå Lmax = max{Lj};

� ìàêñèìàëüíîå çàïàçäûâàíèå Tmax = max{Tj};

� ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü
∑
fj =

∑
fj(Cj);

� (âçâåøåííàÿ) ñóììà ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ
∑

(wj)Cj;

� (âçâåøåííîå) ÷èñëî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé
∑

(wj)Uj;

� (âçâåøåííîå) ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå
∑

(wj)Tj.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ êàæäûé ìàêñèìóì è ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì òðåáîâàíèÿì

j. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè fmax è
∑
fj ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, ò.å. íåóáûâàþùèìè îò

ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî îñòàëüíûå ïðèâåäåííûå âûøå

ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Òðåòüå ïîëå γ ñîäåðæèò îáîçíà÷åíèå îäíîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ êðèòåðèåâ, ò.å. γ ∈ {Cj ≤ dj,

fmax, . . . ,
∑
wjTj}.

1.2.4. Íèæå îïèñûâàþòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, êàê èñïîëüçóþòñÿ ïðèâå-

äåííûå îáîçíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 1/prec/
∑
wjCj: èìååòñÿ îäèí ïðèáîð; íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé îïðåäåëåíû ïðî-

èçâîëüíûå îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ; êðèòåðèé ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû

ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ. Êðîìå òîãî, çàïðåùåíû ïðåðûâàíèÿ è âñå òðåáîâàíèÿ ãîòîâû ê îáñëó-

æèâàíèþ â ìîìåíò âðåìåíè íîëü.

Çàäà÷à Qm/pj = p, dj = d/Cj ≤ dj: èìååòñÿ m ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ ðàçíîé ïðîèçâîäè-

òåëüíîñòè, ãäå m ôèêñèðîâàíî; âñå çíà÷åíèÿ pj è âñå çíà÷åíèÿ dj îäèíàêîâû; êðèòåðèé ñîñòîèò

â îòûñêàíèè ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Çàïðåùåíû

ïðåðûâàíèÿ. Âñå òðåáîâàíèÿ ãîòîâû ê îáñëóæèâàíèþ â ìîìåíò âðåìåíè íîëü.

Çàäàíèå. Ðàñøèôðîâàòü ðÿä îáîçíà÷åíèé çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé.
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1.3. Îñíîâû òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé

Â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðóäíîðàçðåøèìîé çàäà÷è. Ñóùåñòâîâà-

íèå ýôôåêòèâíîãî (áûñòðîãî) àëãîðèòìà ðåøåíèÿ õîòÿ áû îäíîé èç òðóäíîðàçðåøèìûõ çàäà÷

âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðîäà àëãîðèòìà äëÿ ëþáîé èç òàêèõ çàäà÷. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ òðóäíîðàçðåøèìûõ çàäà÷ ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìàëîâåðîÿòíî.

1.3.1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è ýêñòðåìàëüíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è. Ïîä çàäà÷åé

ðàñïîçíàâàíèÿ (ñâîéñòâ îáúåêòîâ) áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûé îáùèé âîïðîñ, ïðåäïîëàãàþùèé

îòâåò �äà�, åñëè ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîì âîïðîñå îáúåêò îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â

ôîðìóëèðîâêå âîïðîñà. Îáúåêò è åãî ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ,

êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â îáùåé ôîðìóëèðîâêå âîïðîñà îòñóòñòâóþò. Ïàðàìåòðàìè ìîãóò

áûòü ìíîæåñòâà, ãðàôû, ÷èñëà, ôóíêöèè è ò.ï.

Ïðèìåð çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå âñåõ èìåþùèõñÿ â îáùåé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ïàðà-

ìåòðîâ èõ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðèìåð íàçûâàåòñÿ äà-ïðèìåðîì, åñëè ïðè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îáúåêò îáëàäàåò óêàçàííûìè â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ñâîéñòâàìè.

Ýêñòðåìàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ′

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ F (x), x ∈ X ′. Íåîáõîäèìî â çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå X ìíîæåñòâà X ′

îòûñêàòü òàêîé ýëåìåíò x∗, ÷òî F (x∗) = min{F (x)|x ∈ X} (çàäà÷à ìèíèìèçàöèè), ëèáî òàêîé
x0, ÷òî F (x0) = max{F (x)|x ∈ X} (çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè).

Ñîïîñòàâèì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å B ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ B′: îïðåäåëèòü, ñó-

ùåñòâóåò ëè òàêîé ýëåìåíò x′ â çàäàííîì ìíîæåñòâå X, ÷òî F (x′) ≤ y (ëèáî F (x′) ≥ y â ñëó÷àå

çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè) äëÿ äàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà y. Î÷åâèäíî, åñëè x∗ ðåøåíèå çàäà-

÷è ìèíèìèçàöèè B, òî ýëåìåíò x′ ∈ X òàêîé, ÷òî F (x′) ≤ y, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà F (x∗) ≤ y. Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå ïðîùå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ.

1.3.2. Ðàçóìíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó çàäà÷è èíòåðåñóþò íàñ ñ òî÷êè çðåíèÿ

ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ è ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ íà ÝÂÌ, âõîäíûå äàííûå çà-

äà÷è äîëæíû áûòü êàêèì-òî îáðàçîì çàêîäèðîâàíû. Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿåò öåïî÷êó

ñèìâîëîâ êàæäîìó ïðèìåðó çàäà÷è.

Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé (âðåìåííîé) ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è � ýòî ôóíê-

öèÿ îò äëèíû çàïèñè âõîäíîé èíôîðìàöèè çàäà÷è, ò.å. îíà íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò âûáðàí-

íîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.

Ìîæíî ïîäîáðàòü ñõåìó êîäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äàåò î÷åíü äëèííûå êîäû ïðèìåðîâ çàäà÷è,

òàê ÷òî ïî÷òè ëþáîé àëãîðèòì áóäåò ýôôåêòèâíûì îòíîñèòåëüíî äëèí òàêèõ âõîäîâ è ìû íå

ñìîæåì îïðåäåëèòü, êàêîé àëãîðèòì ëó÷øå. Êðîìå òîãî, ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ìîæåò âûäàâàòü

êîäû ñóùåñòâåííî ðàçíîé äëèíû äëÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûõ ïðèìåðîâ îäíîé è òîé æå

çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå íåïîíÿòíî êàê îïðåäåëÿòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � íà

îäíèõ ïðèìåðàõ îí áóäåò ýôôåêòèâíûì, íà äðóãèõ íåò.

Ýòè è äðóãèå ïðîòèâîðå÷èÿ áóäóò óñòðàíåíû, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûìè ðàçóì-
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íûìè ñõåìàìè êîäèðîâàíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíîé, åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì óñëîâèÿì.

(à) Êîä ïðèìåðà çàäà÷è äîëæåí áûòü êîìïàêòíûì è íå äîëæåí ñîäåðæàòü íåîáÿçàòåëü-

íóþ èíôîðìàöèþ èëè ñèìâîëû.

(á) ×èñëà èç ïðèìåðà çàäà÷è äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â äâîè÷íîé, ëèáî êàêîé-íèáóäü

èíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì, îòëè÷íûì îò åäèíèöû.

Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì, ðàâíûì 1, íàçûâàåòñÿ óíàðíîé. Â ýòîé ñèñòåìå ÷èñëî

3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 111, ÷èñëî 4 â âèäå 1111 è ò.ä. (êàê çàðóáêè ó äðåâíèõ ëþäåé). Â

óíàðíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà x òðåáóåòñÿ x åäèíèö ïàìÿòè. Â

äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ âñå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äâóõ ÷èñåë:

0 è 1. ×èñëî 3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 11, ÷èñëî 4 â âèäå 100, ÷èñëî 5 â âèäå 101 è ò.ä. Äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà x òðåáóåòñÿ O(log2 x) íóëåé è åäèíèö (åäèíèö ïàìÿòè). Ôóíêöèÿ

O(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→∞

O(x)

x
= const.

(â) Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì äåêîäèðóåìîñòè, ò.å. äëÿ êàæäîãî ïà-

ðàìåòðà çàäà÷è äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ñïîñîáíûé âûäåëèòü êîä ýòîãî

ïàðàìåòðà èç êîäà ëþáîãî ïðèìåðà çàäà÷è.

(ã) Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü îäíîðîäíîñòü ïðè êîäèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ

ïðèìåðîâ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà îáåñ-

ïå÷èâàòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è ïîëó÷åíèå êîäîâ, �áëèçêèõ� ïî äëèíå,

åñëè ýòè ïðèìåðû ñîäåðæàò áëèçêèå ïî âåëè÷èíå ÷èñëà è êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â îáîèõ ïðè-

ìåðàõ ïðèáëèçèòåëüíî îäíî è òî æå.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñîáëþäåíèåì ñëåäóþùåãî ïðîñòî-

ãî ïðàâèëà. Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ íå äîëæíà çàíèìàòüñÿ ðàñïîçíàâàíèåì ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ

êîäèðóåìîãî ïðèìåðà çàäà÷è. Ïðè ïîñòðîåíèè êîäà êîíêðåòíîãî ïðèìåðà çàäà÷è ñõåìà ìîæåò

èñïîëüçîâàòü ëèøü òå ñâîéñòâà, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî óêàçàíû â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è è ÿâ-

ëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ äàííîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, êîä ïðèìåðà çàäà÷è äîëæåí

ñîäåðæàòü ëèøü òó èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ñîäåðæèò îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, äîïîëíåí-

íàÿ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Óñëîâèå (ã) ïðåäîòâðàùàåò ïîÿâëåíèå ñëèøêîì êîðîòêèõ êîäîâ äëÿ îòäåëüíûõ ïðèìåðîâ

çàäà÷è. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (à) íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîÿâëÿòüñÿ ñëèøêîì äëèííûì

êîäàì.

1.3.3. Âû÷èñëèòåëüíàÿ (âðåìåííàÿ) ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ. Ïîëèíîìèàëüíûå è

ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Ïîä âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà ïîíèìàåòñÿ êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ðåàëèçàöèè. Äëÿ àëãîðèòìîâ, ïðåäíà-

çíà÷åííûõ äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ, ïîä ýëåìåíòàðíûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ìàøèííûå îïåðà-

öèè, êàê ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë, çàïèñü ëèáî ñ÷èòûâàíèå ÷èñëà, ðàñïîëî-

æåííîãî ïî èçâåñòíîìó àäðåñó, è ò. ï.
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Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I íåêîòîðîé çàäà÷è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå ôóíêöèè:

� ôóíêöèÿ Length[I], îïðåäåëÿþùàÿ äëèíó êîäà ïðèìåðà I ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçóìíîé

ñõåìû êîäèðîâàíèÿ è

� ôóíêöèÿ Max[I], îïðåäåëÿþùàÿ âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà â I. Åñëè

çàäà÷à íå ñîäåðæèò ÷èñåë, òî ïîëàãàåì Max[I] = 1 äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è � ýòî

ôóíêöèÿ îò äëèíû çàïèñè âõîäíîé èíôîðìàöèè çàäà÷è.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè åãî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü íå

ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò ôóíêöèè Length[I] äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ýòîé çàäà÷è.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû

ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíûìè, ïîñêîëüêó ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (Length[I]) ðàñòåò íå òàê áûñòðî êàê ýêñïîíåíöèàëüíàÿ.

Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è îáðàçóþò êëàññ P .
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì, åñëè åãî âðåìåííàÿ ñëîæ-

íîñòü íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò äâóõ ôóíêöèé: Length[I] è Max[I], - äëÿ ëþáîãî

ïðèìåðà I ýòîé çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-

ìîé.

1.3.4. Êëàññ NP çàäà÷. NP-ïîëíûå è NP-òðóäíûå çàäà÷è. Çàäà÷à ïðèíàäëåæèò

êëàññó NP , åñëè îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà òàê íàçûâàåìîé íåäå-

òåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðåàëüíî íå ñóùåñòâóåò. Íà òàêîé ìàøèíå çà ïîëè-

íîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïîëèíîìèàëüíûå òàê è íåêîòîðûå íåïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà íåêîòîðûõ ýòàïàõ ñâîåé ðàáîòû, êîãäà åñòü íåñêîëüêî âà-

ðèàíòîâ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé, íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà îáðàùàåòñÿ ê ïîìîùè îðàêóëà

(ïðåäñêàçàòåëÿ áóäóùåãî), êîòîðûé ïîäñêàçûâàåò äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ.

Çàäà÷à Π íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò-

ñÿ ê íåé, ò.å. èìåÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ NP-òðóäíîé çàäà÷è, ìîæíî ïîëó÷èòü

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è èç êëàññà NP . Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ Π íà-

çûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè îíà NP-òðóäíà è ïðèíàäëåæèò NP .
Ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-

òðóäíîñòè íåêîòîðîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîëèíîìèàëüíî ñâåñòè ê íåé íåêîòîðóþ NP-òðóäíóþ

çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà èçâåñòíîé NP-òðóäíîé çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå îò åãî

ðàçìåðíîñòè âðåìÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð íàøåé çàäà÷è è ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå NP-òðóäíîé çà-

äà÷è ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà íàøåé

çàäà÷è.

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàäà÷à ðàñïîçíà-

âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ êàêîé-íèáóäü NP-òðóäíîé çàäà÷è

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ çàäà÷ èç êëàññà NP ,
âêëþ÷àÿ âñå NP-ïîëíûå çàäà÷è.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû íà

íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà. Ïîýòîìó

P ⊆ NP .

Îäíàêî íåÿñíî P = NP èëè P 6= NP .
Ïîñêîëüêó íè äëÿ îäíîé NP-òðóäíîé çàäà÷è íå ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðå-

øåíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèíÿòîé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî

P 6= NP .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå îïðîâåðãíóòü, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

ëþáîé (êàêîé-íèáóäü îäíîé) NP-òðóäíîé çàäà÷è. Ñïèñîê òàêèõ çàäà÷ âêëþ÷àåò äåñÿòêè òûñÿ÷

çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè.

Çà ðàçðàáîòêó ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ëþáîé NP-òðóäíîé çàäà÷è óñòàíîâëåí

ïðèç â 1.000.000 äîëëàðîâ.

1.3.5. NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è. Íàðÿäó ñ ðàçäåëåíèåì çàäà÷ íà NP-

òðóäíûå è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå, NP-òðóäíûå çàäà÷è, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ

íà NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è è çàäà÷è, èìåþùèå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû

ðåøåíèÿ. NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è íå èìåþò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ.

1.3.6. Ïðèìåðû NP-òðóäíûõ çàäà÷.

NP-òðóäíàÿ çàäà÷à, èìåþùàÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ:

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ:

Çàäàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ar è A òàêèå, ÷òî
∑r
j=1 aj = 2A. Òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî X ⊂ N = {1, 2, . . . , r} òàêîå, ÷òî ∑j∈X aj = A.

NP-òðóäíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à:

3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ:

Çàäàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , a3r è A òàêèå, ÷òî A/4 < aj < A/2,

j = 1, . . . , 3r, è
∑3r
j=1 aj = rA. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

{1, 2, . . . , 3r} íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xr òàêîå, ÷òî
∑
j∈Xl aj = A,

l = 1, . . . , r.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñóùåñòâóåò, òî êàæäîå èç ìíî-

æåñòâ X1, . . . , Xr ñîäåðæèò â òî÷íîñòè òðè ýëåìåíòà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðåøåíèå çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñóùåñòâóåò, òî êàæäîå èç ìíî-

æåñòâ X1, . . . , Xr ñîäåðæèò â òî÷íîñòè òðè ýëåìåíòà.

Çàäàíèå 1. Ñðàâíèòü âðåìåííóþ ñëîæíîñòü ñëåäóþùèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÇ-

ÁÈÅÍÈÅ:

Àëãîðèòì 1: Ïîñòðîèòü âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ è ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè èñêîìîå ïîä-

ìíîæåñòâî.
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Àëãîðèòì 2: Óïîðÿäî÷èòü ÷èñëà a1, a2, . . . , ar ïî íåâîçðàñòàíèþ. Íàçíà÷àòü â ìíîæåñòâî X

èíäåêñû 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò A. (Àëãîðèòì

îòûñêèâàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è)

Âðåìåííûå ñëîæíîñòè ðàâíû O(2r) è O(r log r) ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé 2r è r log r ïðè r = 5, 10.

Çàäàíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à P2//Cmax ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Â êà÷åñòâå ýòàëîííîé

èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ.

1.4. Îïòèìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáîâàíèé è ïåðåñòàíîâî÷íûé

ïðèåì

1.4.1. Îïòèìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâà-

íèÿ ðàñïèñàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óêàçàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðå-

áîâàíèé êàæäûì èç ïðèáîðîâ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ ëèáî íåâîçðàñòàíèþ

çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà aj, j = 1, . . . , n, ñîïîñòàâëåííîãî òðåáîâàíèþ.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü EDD (Earliest Due Date) � òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ

äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ dj : d1 ≤ · · · ≤ dn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ERT (Earliest Release Time) � òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ

ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ rj : r1 ≤ · · · ≤ rn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü SPT (Shortest Processing Time) � òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáû-

âàíèþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ pj : p1 ≤ · · · ≤ pn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü SWPT (Shortest Weighted Processing Time) � òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû

ïî íåóáûâàíèþ îòíîøåíèé pj/wj : p1/w1 ≤ · · · ≤ pn/wn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü LPT (Longest Processing Time) � òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñ-

òàíèþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ pj : p1 ≥ · · · ≥ pn.

1.4.2. Ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåáîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, çà÷àñòóþ èñïîëü-

çóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíèå

íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé i è j íå óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî â îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáîâàíèå i ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèþ j, â òî

âðåìÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèé îíè äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû â îáðàòíîì

ïîðÿäêå. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé ïóòåì ïåðåñòà-

íîâêè òðåáîâàíèé i è j ìåñòàìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

ëèáî óìåíüøàåòñÿ (÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè èñõîäíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè), ëèáî íå óâåëè÷èâàåòñÿ (÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îïòèìàëüíîñòè è íîâîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè). Ïðèìåíåíèå óêàçàííîé ïðîöåäóðû êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå îïèñàííîé òåõíèêè, ïðè êîòîðîì ïåðåñòàâëÿþòñÿ íå îò-

äåëüíûå òðåáîâàíèÿ, à öåëûå ñåãìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â äàëüíåéøåì, åñëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåõíèêà ïðèìåíåíèÿ ïåðå-

ñòàíîâî÷íîãî ïðèåìà íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, îòìå÷àåòñÿ ëèøü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ýòîãî ïðèåìà è ñàìî äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèòñÿ.

Çàäàíèå.Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SPT è EDD ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ çàäà÷

1//
∑
Cj è 1//Lmax ñîîòâåòñòâåííî.

1.5. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÄÏ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çàäà÷.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èíòåðïðåòàöèé ìåòîäà ÄÏ. Ìû ðàññìîòðèì ÄÏ êàê ïðîöåññ ïîñòðîå-

íèÿ ìíîæåñòâ ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è è âûáîðà èç ýòèõ ìíîæåñòâ äîìèíèðóþùèõ

ðåøåíèé òàêèõ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü �äîñòðîåíî� äî îïòèìàëüíîãî.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðîöåññ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

f(x)→ min, x ∈ X.

Áóäåì ôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâà X0, X1, . . . , Xn ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé, ãäå ìíîæåñòâî Xk+1 ïî-

ëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâàXk ïóòåì �äîñòðàèâàíèÿ� êàæäîãî ðåøåíèÿ èçXk. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

x∗ âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà Xn.

Ñ êàæäûì ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì x ∈ Xk áóäåì ñâÿçûâàòü íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ B =

(k, b1, . . . , bi), íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ. Íàáîð B ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåòñÿ

ñîñòîÿíèåì.

Ïóñòü Xk(B) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x ∈ Xk â ñîñòîÿíèè (ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñîñòîÿíèþ) B. Ïóñòü B(x) îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ x.

Â ìåòîäå ÄÏ ñ êàæäûì ñîñòîÿíèåì B ñâÿçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äîìèíèðîâàíèÿ F (B) òàêàÿ, ÷òî

÷àñòè÷íîå ðåøåíèå, íàõîäÿùååñÿ â ñîñòîÿíèè B è ìàêñèìèçèðóþùåå (ëèáî ìèíèìèçèðóþùåå)

F (B), äîìèíèðóåò âñå îñòàëüíûå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ â ñîñòîÿíèè B, ò.å. ýòî ÷àñòè÷íîå ðåøå-

íèå ìîæåò áûòü äîñòðîåíî äî ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé

ôóíêöèè ñðåäè âñåõ ïîëíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, äîñòðîåííûõ èç ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ

â ñîñòîÿíèè B.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (B) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ìíîæåñòâå Xk(B) äîñòàòî÷íî âûáðàòü

äîìèíèðóþùåå ðåøåíèå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé.

Â ìåòîäå ÄÏ ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ F (B) è íàõîäÿò ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Çàòåì âîññòàíàâëèâàþò ñàìî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÄÏ íåîáõîäèìî êîððåêòíî îïðåäåëèòü

1) ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S,

2) ôóíêöèþ äîìèíèðîâàíèÿ F (B), B ∈ S,
3) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x′ ∈ Xk+1 èç ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x ∈ Xk,

4) ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ B(x′), èñïîëüçóÿ ñîñòîÿíèå B(x), åñëè x′ ∈ Xk+1 �äîñòðîåí�

èç x ∈ Xk, è

5) ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé F (B).

1.5.1. Ïðèìåð àëãîðèòìà ÄÏ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ñëó-

æàùèé äîëæåí âûïîëíèòü n ðàáîò ê çàäàííîìó ñðîêó d, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè íîëü. Äëÿ

êàæäîé ðàáîòû j çàäàíà äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ pj è øòðàô wj, âûïëà÷èâàåìûé ñ ñëó÷àå çà-

âåðøåíèÿ j ïîñëå d. Âñå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Òðåáóåòñÿ

íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ÷òîáû ñóììàðíûé øòðàô áûë íàèìåíü-

øèì.

Ïðè çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàáîò (i1, . . . , in) ëåãêî îïðåäåëèòü ìîìåíò çàâåðøåíèÿ

âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû ij: Cij =
∑j
k=1 pik .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííûå Uj: Uj = 1, åñëè ðàáîòà j ÿâëÿåòñÿ çàïàçäûâàþùåé

(Cj > d), è Uj = 0, åñëè j ÿâëÿåòñÿ ðàííåé (Cj ≤ d). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàáîò, ÷òî çíà÷åíèå
∑n
j=1wjUj ìèíèìàëüíî.

Çàìåòèì, ÷òî íà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âëèÿåò ëèøü èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå ðàáîòû

ÿâëÿþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè, à êàêèå ðàííèìè. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàáîò, â êîòîðîé âñå ðàííèå ðàáîòû óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî è âñå çàïàçäûâàþùèå

ðàáîòû óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî è ðàñïîëîæåíû ïîñëå ïîñëåäíåé ðàííåé ðàáîòû. Òîãäà çàäà÷à

ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
j=1

wjUj → min

ïðè óñëîâèÿõ
n∑
j=1

pj(1− Uj) ≤ d,

è

Uj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n.

Ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà.

Ïóñòü U∗ = (U∗1 , . . . , U
∗
n) � îïòèìàëüíûé âåêòîð äëÿ ýòîé çàäà÷è è W ∗ � ñîîòâåòñòâóþùåå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà â òåðìèíàõ

ÄÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Áóäåì ôîðìèðîâàòü ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿÿ ïåðåìåííûå Uj = 0 ëèáî Uj = 1 äëÿ

j = 1, . . . , n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå (U1, . . . , Uk) íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (k, a),

åñëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ U1, . . . , Uk è çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ
∑k
j=1 pj(1− Uj) = a.

Ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ k = 0, 1, . . . , n è a = 0, 1, . . . , d.
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Èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (0, 0) ìîæíî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå (1, 0), ïðè êîòîðîì U1 = 1, ëèáî

â ñîñòîÿíèå (1, p1), ãäå U1 = 0, åñëè p1 ≤ d.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå (k, a), k ∈ {2, . . . , n}. Â ýòî ñîñòîÿíèå ìîæíî ïåðåéòè òîëüêî

èç ñîñòîÿíèÿ (k − 1, a), åñëè Uk = 1, ëèáî èç ñîñòîÿíèÿ (k − 1, a− pk), åñëè Uk = 0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ äîìèíèðîâàíèÿ F (k, a) êàê íàèìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè∑k
j=1wjUj, âû÷èñëåííîå äëÿ ðåøåíèé â ñîñòîÿíèè (k, a). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (k, a) ñëå-

äóåò, ÷òî

W ∗ = min{F (n, a)|a = 0, 1, . . . , d}.

Çíà÷åíèÿ F (k, a) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ðåêóððåíòíî. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè ðåêóððåíòíûõ

âû÷èñëåíèé ïîëîæèì F (0, 0) = 0 è F (k, a) =∞ äëÿ âñåõ (k, a) 6= (0, 0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (k, a) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü

çàïèñàíî êàê

F (k, a) = min{F (k − 1, a) + wk, F (k − 1, a− pk)}, (1.1)

k = 1, . . . , n, a = 0, 1, . . . , d.

Ïðè ýòîì, åñëè F (k, a) = F (k−1, a)+wk, òî â ÷àñòè÷íîì ðåøåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèþ

(k, a), ïåðåìåííàÿ Uk = 1. Åñëè æå F (k, a) = F (k − 1, a− pk), òî â ýòîì ðåøåíèè Uk = 0.

1.5.2. Ïåðåáîð ñ âîçâðàòîì (backtracking). Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå U∗ ìîæåò áûòü íàé-

äåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû, íàçûâàåìîé ïåðåáîð ñ âîçâðàòîì. Ýòà ïðîöåäóðà èñ-

ïîëüçóåò òàáëèöó ðàçìåðíîñòè n×(d+1), â êàæäîé ÿ÷åéêå (k, a) êîòîðîé õðàíèòñÿ èíôîðìàöèÿ

î òîì, íà ïåðâîé èëè âòîðîé êîìïîíåíòå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (1.1) äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé

k è a. Íà ïåðâîé èòåðàöèè ïîëàãàåì k = n è a = a∗, ãäå a∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç W ∗ = F (n, a∗). Åñëè

ìèíèìóì â (1.1) äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâîé êîìïîíåíòå, òî ïîëàãàåì U∗k = 1, k := k − 1, îñòàâëÿåì

a áåç èçìåíåíèé è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè ïðîöåäóðû ïåðåáîðà ñ âîçâðàòîì. Åñëè

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âòîðîé êîìïîíåíòå, òî ïîëàãàåì U∗k = 0, a := a − pk, k := k − 1, è

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ n èòåðàöèé áóäåò ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé

âåêòîð U∗ = (U∗1 , . . . , U
∗
n).

1.5.3. Âðåìÿ ðàáîòû è òðåáóåìàÿ ïàìÿòü. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ÄÏ îïðåäåëÿåòñÿ

åãî âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ è îáúåìîì òðåáóåìîé ïàìÿòè. Àíàëèç àëãîðèòìà äëÿ ðàññìàòðèâàå-

ìîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåíèå F (k, a) òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îäíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

è îäíîé îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû (k, a). Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü

ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíà O(nd).

×òî êàñàåòñÿ îáúåìà ïàìÿòè, òî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ öåëåâîé ôóíêöèèW ∗ íà êàæäîì øàãå k äîñòàòî÷íî õðàíèòü òàáëèöó ðàçìåðíîñòè 2×(d+1)

ñî çíà÷åíèÿìè F (k − 1, a) è F (k, a), a = 0, 1, . . . , d. Äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà U∗

äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó îáðàòíîãî õîäà, êîòîðàÿ òðåáóåò n(d + 1) äîïîëíèòåëüíûõ

åäèíèö ïàìÿòè.

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, îáùèé äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ ÄÏ: âðåìåííàÿ
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ñëîæíîñòü è îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè àëãîðèòìà ÄÏ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò ìîùíî-

ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.

1.5.4. Âûáîð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïðÿìûå è îáðàòíûå àëãðèòìû ÄÏ. Êàê

ïðàâèëî, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ äëÿ âûáîðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî ââåñòè ñîñòîÿíèÿ (k, w) òàêèå, ÷òî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå íàõîäèò-

ñÿ â ñîñòîÿíèè (k, w), åñëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ U1, . . . , Uk è
∑k
i=1wiUi = w. Â ýòîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ F (k, w) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ
∑k
i=1 pi(1−Ui) äëÿ

ðåøåíèé â ñîñòîÿíèè (k, w). Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (k, w) = min
{
F (k − 1, w) + pk, åñëè F (k − 1, w) + pk ≤ d,
F (k − 1, w − wk)

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ÄÏ òðåáóåò O(n
∑n
k=1wk) åäèíèö âðåìåíè è ïàìÿòè.

Àëãîðèòìû ÄÏ, â êîòîðûõ ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ îò íà÷àëà ê êîíöó, êàê ýòî

äåëàåòñÿ â ïðèâåäåííûõ âûøå àëãîðèòìàõ, íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñî-

ñòîèò â ïîñòðîåíèè ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé îò êîíöà ê íà÷àëó. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ îá-

ðàòíûìè. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

(k, a) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì F (n+ 1, 0) = 0, âñå îñòàëüíûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ F (k, a)

ðàâíûìè áåñêîíå÷íîñòè è âû÷èñëÿåì

F (k, a) = min{F (k + 1, a− pk), F (k + 1, a) + wk}

äëÿ k = n, n − 1, . . . , 1 è a = 0, 1, . . . , d. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî W ∗ =

min{F (1, a)| a = 0, 1, . . . , d}.

1.5.5. ×èñëîâîé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ìåòîäîì ÄÏ.

F (x) = x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 + x6 + 2x7 ⇒ max,

B(x) = 2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 5, xi ∈ {0, 1}.
X0 (0)
F (x) 0
B(x) 0

X1 (0) (1)
F (x) 0 1
B(x) 0 2

X2 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
F (x) 0 2 1 3
B(x) 0 1 2 3

X3 (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
F (x) 0 1 2 3 1 2 3 4
B(x) 0 2 1 3 2 4 3 5

3 ïðåäïîñëåäíèå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî äàëüøå íå ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê åñòü

äîìèíèðóþùèå. Äàëåå äîñòðàèâàåì òîëüêî äîìèíèðóþùèå.

X4 (0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,0,1,0) (0,0,1,1) (0,1,0,0) (0,1,0,1) (0,1,1,0) (0,1,1,1) (1,1,1,0) (1,1,1,1)
F (x) 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5
B(x) 0 2 2 4 1 3 3 5 5 7
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X5 (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,1) (0,0,0,1,0) (0,0,0,1,1) (0,1,0,0,0) (0,1,0,0,1) (0,1,1,1,0) (0,1,1,1,1)
F (x) 0 2 1 3 2 4 4 6
B(x) 0 1 2 3 1 2 5 6

X6 (0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,1) (0,0,0,1,0,0) (0,0,0,1,0,1) (0,0,0,1,1,0) (0,0,0,1,1,1) (0,1,0,0,1,0) (0,1,0,0,1,1)
F (x) 0 1 2 3 3 4 4 5
B(x) 0 1 1 2 3 4 2 3

X7 (0,0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,1,0) (0,0,0,0,0,1,1) (0,0,0,1,0,0,0) (0,0,0,1,0,0,1)
F (x) 0 2 1 3 2 4
B(x) 0 1 1 2 1 2

X7 (0,0,0,1,0,1,0) (0,0,0,1,0,1,1) (0,1,0,0,1,0,0) (0,1,0,0,1,0,1) (0,1,0,0,1,1,0) (0,1,0,0,1,1,1)
F (x) 3 5 4 6 5 7
B(x) 2 3 2 3 3 4

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1) ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè F (x∗) = 7.

Çàäàíèå. Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1//
∑
wjUj (ñ ïðîèçâîëüíûìè

äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè) è P2//Cmax. Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
∑
wjUj âíà÷àëå ïîêàçàòü, ÷òî

â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè ðàííèå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè EDD.

1.6. Ïîñòðîåíèå âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ ε-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ε-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ

äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ñåïàðàáåëüíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè. Ìåòîä

îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ðåëàêñèðîâàííîé çàäà-

÷å, ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîé çàäà÷è ïóòåì ñïåöèàëüíîãî îêðóãëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè

è ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëèáî ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè F (x) ïðè óñëîâèè x ∈ X, ãäå
X - íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü F ∗ îáîçíà÷àåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è è ïóñòü FH îáîçíà-

÷àåò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ýëåìåíòà x ∈ X, ïîëó÷åííîãî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ïðè-
áëèæåííîãî àëãîðèòìàH. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∗ > 0.ÀëãîðèòìH íàçûâàåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì

àëãîðèòìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà ε > 0 è ëþáîãî ïðèìåðà çàäà÷è îí îòûñêèâàåò

òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî |F ∗ − FH | ≤ εF ∗. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü, êîòîðàÿ îãðàíè-

÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è â äâîè÷íîì àëôàâèòå, òî

îí íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ε-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì. Åñëè ê òîìó æå åãî âðåìåííàÿ

ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò 1/ε, òî îí íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûì

ε-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì.

Äàëåå ôîðìóëèðóåòñÿ ìèíèñóìíàÿ çàäà÷à è ïðèâîäèòñÿ ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì Kε åå

ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì Kε ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûì ε-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì, åñëè

îïðåäåëåíû ïîäõîäÿùèå íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è. Îïèñûâàåòñÿ òàêæå ïðîöåäóðà

óëó÷øåíèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, îñíîâàííàÿ íà

ïðèìåíåíèè íåêîòîðîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà.



22

Â òåðìèíàõ ìèíèìàêñíûõ è ìèíèñóìíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ìíîãèå çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ.

1.6.1. Ìèíèñóìíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû

íåîòðèöàòåëüíûå íåóáûâàþùèå ôóíêöèè fi(x), i = 1, . . . , n; íà ìíîæåñòâå Rn = R × . . . × R

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Z(x) = Z(x1, . . . , xn), íåóáûâàþùèé ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, è A ∈ R.
Ìèíèñóìíàÿ çàäà÷à KMIN ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

F (x) =
n∑
i=1

fi(xi)→ min,

ïðè óñëîâèÿõ

Z(x) ≥ A, (1.2)

xi ∈ Ri, i = 1, . . . , n, (1.3)

ãäå Ri ⊂ R, i = 1, . . . , n, � çàäàííûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ çàäà÷è î ðþêçàêå ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäìåòû n òèïîâ äîëæíû áûòü óïàêîâàíû â ðþêçàê. Ïðåäìåòû êàæ-

äîãî òèïà i óïàêîâûâàþòñÿ åäèíîé ïàðòèåé. Âîçìîæíûé ðàçìåð xi òàêîé ïàðòèè âûáèðàåòñÿ

èç ìíîæåñòâà Ri. Îáúåì, çàíèìàåìûé xi ïðåäìåòàìè òèïà i, îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè fi(xi).

Ñòîèìîñòü âñåõ âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Z(x1, . . . , xn). Çàäà÷à ñîñòîèò â

ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî îáúåìà âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ ñòîèìîñòü íå íèæå

çàäàííîãî çíà÷åíèÿ A.

Îáîçíà÷èì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è KMIN ÷åðåç x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n). Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ ñóùå-

ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z(x′) ≥ A, ãäå x′ = (x′1, . . . , x
′
n), è x′i � íàèáîëüøèé ýëåìåíò

ìíîæåñòâà Ri, i = 1, . . . , n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ñóùåñòâóåò è èçâåñòíû ÷èñëà V è U òàêèå,

÷òî 0 < V ≤ F (x∗) ≤ U .

Ñôîðìóëèðóåì îêðóãëåííóþ çàäà÷ó KR. Â ïîñòàíîâêå ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà

δ = εV/n. Äàëåå, bac îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå a. Çàäà÷à KR

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

f(x) =
n∑
i=1

bfi(xi)/δc → min,

ïðè óñëîâèÿõ (1.2) è

xi ∈ {xi(0), xi(1), . . . , xi(bU/δc)}, i = 1, . . . , n, (1.4)

ãäå xi(l) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì x ∈ Ri, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ bfi(x)/δc = l,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, óñëîâèþ lδ ≤ fi(x) < (l + 1)δ. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íå ñóùåñòâóåò, òî

xi(l) = φ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ∈ {0, 1, . . . , bU/δc} çà âðåìÿ O(τ) ìîæíî íàéòè xi(l) ëèáî

óñòàíîâèòü, ÷òî åãî íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà çàäà÷à KR ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà çà âðåìÿ

O(τnU/δ).

Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü çàäà÷è KMIN è îêðóãëåííîé çàäà÷è KR.
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Òåîðåìà 1.1. Ëþáîé òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è KR ÿâëÿåòñÿ ε-

ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è KMIN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íîå ðåøåíèå x0 çàäà÷è KR. Ïî îïðåäåëåíèþ îíî óäîâëåòâî-

ðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (1.2), (1.4) è, ñëåäîâàòåëüíî, (1.2), (1.3). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç ñóùå-

ñòâîâàíèÿ x∗ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå x0 è F (x0) ≤ (1 + ε)F (x∗).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x′ çàäà÷è KMIN òàêîå, ÷òî

êîìïîíåíòà x′i ýòîãî ðåøåíèÿ � íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ri, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîò-

íîøåíèþ bfi(x′i)/δc = bfi(x∗i )/δc, i = 1, . . . , n. Ïî êðàéíåé ìåðå, x′i = x∗i äëÿ i = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ x′i ≥ x∗i äëÿ i = 1, . . . , n, è ôóíêöèÿ Z(x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé,

Z(x′) ≥ Z(x∗) ≥ A. Òàêèì îáðàçîì, åñëè x∗ ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì (1.2), (1.4), ò.å. ñóùåñòâóåò x0.

Ïîêàæåì, ÷òî F (x0) ≤ (1 + ε)F (x∗). Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

F (x0) =
n∑
i=1

fi(x
0
i ) ≤ δ

n∑
i=1

bfi(x0i )/δc+ nδ ≤

δ
n∑
i=1

bfi(x∗i )/δc+ nδ ≤ F (x∗) + nδ ≤ (1 + ε)F (x∗).

Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Kε ðåøåíèÿ çàäà÷è KR äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ Z(x) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé. Â ýòîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ âåðõíÿÿ

îöåíêà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f(x0) öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

f(x0) ≤ f(x∗) ≤ F (x∗)/δ ≤ U/δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Z èìååò âèä

Z(x) =
n∑
i=1

zi(xi),

ãäå zi(x), i = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè. Â àëãîðèòìå Kε ðå-

êóðñèâíî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ Zj(f), ãäå Zj(f) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Z(x) ïðè óñëîâèè,

÷òî îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ j ïåðåìåííûõ x1, . . . , xj, è
∑j
i=1bfi(xi)/δc = f . Ôîðìàëüíîå

îïèñàíèå àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Àëãîðèòì Kε.

Øàã 1. (Èíèöèàëèçàöèÿ). Ïîëàãàåì Zj(f) = 0, åñëè f = 0, j = 0, è Zj(f) = −∞ â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Ïîëàãàåì j = 1.

Øàã 2. (Ðåêóðñèÿ). Äëÿ f = 0, 1, . . . , bU/δc âû÷èñëÿåì ñëåäóþùåå:

Zj(f) = max{Zj−1(f − bfj(xj)/δc) + zj(xj) | xj ∈ {xj(0), . . . , xj(f)}}.

Åñëè j < n, òî ïîëàãàåì j := j + 1 è ïîâòîðÿåì øàã 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê

øàãó 3.
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Øàã 3. (Îòûñêàíèå x0). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî

min{f |Zn(f) ≥ A, f = 0, 1, . . . , bU/δc}.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x0 îòûñêèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîèñêà ñ âîçâðàòîì.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Kε ðàâíà O(
∑n
j=1 U min{U/δ, |Rj|}/δ) èëè, ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî, O(
∑n
j=1 nU min{nU/(εV ), |Rj|}/(εV )). Åñëè ìîùíîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà Rj îãðàíè-

÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, êàê, íàïðèìåð, â îáû÷íîé çàäà÷å î ðþêçàêå ñ 0-1 ïåðåìåííû-

ìè, òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n2U/(εV )). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ðàâ-

íà O((n3/ε2)(U/V )2). Ýòè îöåíêè âðåìåííîé ñëîæíîñòè ìîãóò áûòü óìåíüøåíû äî O(n2/ε +

n2 log log(U/V )) è O(n3/ε2+n3 log log(U/V )) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó óëó÷-

øåíèÿ îöåíîê, ïðèâåäåííóþ íèæå â ï. 1.6.3. Òàêèì îáðàçîì, åñëè çíà÷åíèå U/V îãðàíè÷åíî

íåêîòîðîé ýêñïîíåíòîé îò äëèíû çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è â óíàðíîì àëôàâèòå, òî îáú-

åäèíåíèå àëãîðèòìà Kε ñ ïðîöåäóðîé óëó÷øåíèÿ îöåíîê îáðàçóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé ε-

ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è KMIN.

1.6.2. Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à. Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à PMIN ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

T (y) = max{
n∑
i=1

fli(yli)|l = 1, . . . ,m} → min,

ïðè óñëîâèÿõ

yli ∈ {0, 1, . . . , qi}, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m, (1.5)
m∑
l=1

yli = qi, i = 1, . . . , n, (1.6)

ãäå fli(·) � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m.

Ýòà çàäà÷à äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäìåòû n òèïîâ

äîëæíû áûòü óïàêîâàíû â m êîíòåéíåðîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ òèïà i ðàâíî qi. Åñëè

yli ïðåäìåòîâ òèïà i óïàêîâûâàþòñÿ â êîíòåéíåð l, òî îíè çàíèìàþò fli(yli) åäèíèö åãî îáúåìà.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè îáúåìà íàèáîëåå çàïîëíåííîãî êîíòåéíåðà. Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿ-

åòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííîé ê èçâåñòíîé çàäà÷å îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû, â êîòîðîé

êàæäûé êîíòåéíåð èìååò îãðàíè÷åííûé îáúåì, êîëè÷åñòâî êîíòåéíåðîâ íåîãðàíè÷åíî, è çàäà÷à

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óïàêîâàòü ïðåäìåòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî

èñïîëüçóåìûõ êîíòåéíåðîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçðàáîòàòü ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è PMIN, ñôîðìóëèðóåì

ñëåäóþùóþ îêðóãëåííóþ çàäà÷ó PR.

t(y) = max{
n∑
i=1

bfli(yli)/δc|l = 1, . . . ,m} → min,

ïðè óñëîâèÿõ

(y1i, . . . , ymi) ∈ Qi, i = 1, . . . , n, (1.7)
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ãäå Qi ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé (u1, . . . , um) ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, îïðåäåëåííûõ

äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (r1, . . . , rm), rl ∈ {0, 1, . . . , bU/δc}, l = 1, . . . ,m.

bfli(ul)/δc = rl, l = 1, . . . ,m, (1.8)

ul ∈ {0, 1, . . . , qi}, l = 1, . . . ,m, (1.9)
m∑
l=1

ul = qi. (1.10)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå byc ≤ y < byc+ 1, óñëîâèÿ (1.8), (1.9) ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê

âèäó

ul ∈ {al, al + 1, . . . , bl}, l = 1, . . . ,m, (1.11)

ãäå al è bl � òàêèå ÷èñëà, ÷òî fli(al) = min{fli(u)|fli(u) ≥ δrl, u ∈ {0, 1, . . . , qi}} è fli(bl) =

max{fli(u)|fli(u) < δ(rl + 1), u ∈ {0, 1, . . . , qi}}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà al è bl ìîãóò áûòü íàéäåíû çà âðåìÿ O(τ) äëÿ ëþáîãî l. Ïîêàæåì,

÷òî çàäà÷à PR ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà çà âðåìÿ O((m+ τ)n(U/δ)m). Ïîíÿòíî, ÷òî |Qi| ≤
O((U/δ)m) äëÿ i = 1, . . . , n. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (1.10), (1.11) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà

âðåìÿ O(m).

Åñëè
∑m
l=1 al > qi ëèáî

∑m
l=1 bl < qi, òî (1.10), (1.11) è, ñëåäîâàòåëüíî, (1.8)-(1.10) íå èìååò

ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
m∑
l=1

al ≤ qi ≤
m∑
l=1

bl. (1.12)

Íàéäåì òàêîé èíäåêñ k, 1 ≤ k ≤ m, ÷òî

qi ≤
k−1∑
l=1

al +
m∑
l=k

bl è qi ≥
k∑
l=1

al +
m∑

l=k+1

bl. (1.13)

Çäåñü
∑k−1
l=1 al = 0, åñëè k = 1, è

∑m
l=k+1 bl = 0, åñëè k = m. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (1.12) òàêîå

k âñåãäà ñóùåñòâóåò. Çàäàäèì çíà÷åíèÿ ul ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ul = al, l = 1, . . . , k − 1, ul = bl, l = k + 1, . . . ,m,

uk = qi − (
k−1∑
l=1

al +
m∑

l=k+1

bl).

Ïîíÿòíî, ÷òî
∑m
l=1 ul = qi. Äàëåå, èç (1.13) ñëåäóåò al ≤ ul ≤ bl. Òàêèì îáðàçîì, (u1, . . . , um)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.8)�(1.10).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.10), (1.11) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñè-

ñòåìû (1.8)�(1.10) òðåáóåò âðåìÿ O(m), åñëè çíà÷åíèÿ
∑k
l=1 al è

∑m
l=k bl, k = 1, . . . ,m, âû÷èñëåíû

çàðàíåå. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (r1, . . . , rm) è çíà÷åíèé i, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî

ðåøàòü ñèñòåìó (1.8)�(1.10), íå ïðåâîñõîäèò (U/δ)m è n ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à PR ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà çà âðåìÿ O((m+ τ)n(U/δ)m).

Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü èñõîäíîé çàäà÷è PMIN è îêðóãëåííîé çàäà÷è PR.
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Òåîðåìà 1.2. Ëþáîé òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è PR ÿâëÿåòñÿ ε-

ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è PMIN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ PMIN è PR ÷åðåç y∗ è y0 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ y∗ ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå y0 è T (y0) ≤ (1 + ε)T (y∗).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y∗ ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà y′ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈
{1, . . . , n} âåêòîð (y′1i, . . . , y

′
mi) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

bfli(y′li)/δc = bfli(y∗li)/δc, l = 1, . . . ,m,

y′li ∈ {0, 1, . . . , qi}, l = 1, . . . ,m,
m∑
l=1

y′li = qi.

Ïî êðàéíåé ìåðå (y∗1i, . . . , y
∗
mi) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, Qi 6= φ äëÿ

i = 1, . . . , n, ò.å. y0 ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî T (y0) ≤ (1 + ε)T (y∗). Íàïîìíèì, ÷òî δ = εV/n è V ≤ T (y∗). Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

T (y0) ≤ δmax{
n∑
i=1

bfli(y0li)/δc|l = 1, . . . ,m}+ nδ ≤

δmax{
n∑
i=1

bfli(y′li)/δc|l = 1, . . . ,m}+ nδ =

δmax{
n∑
i=1

bfli(y∗li)/δc|l = 1, . . . ,m}+ nδ ≤ T (y∗) + nδ ≤ (1 + ε)T (y∗).

Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è PR. Íåòðóä-

íî çàìåòèòü, ÷òî èç T (y∗) ≤ U ñëåäóåò t(y0) ≤ U/δ. Ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ t(y0) èñïîëüçóåò-

ñÿ â ïðèâåäåííîì íèæå àëãîðèòìå Pε ðåøåíèÿ çàäà÷è PR. Â àëãîðèòìå Pε ôîðìèðóåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ S0, S1, . . . , Sn. Êàæäîå ìíîæåñòâî Sj âêëþ÷àåò ðàçëè÷íûå íàáîðû

(T1, . . . , Tm). Êàæäûé íàáîð èç Sj ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó ïåðåìåííûõ yli, i = 1, . . . , j, l = 1, . . . ,m,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (1.7) è Tl =
∑j
i=1bfli(yli)/δc ≤ U/δ, l = 1, . . . ,m.

Àëãîðèòì Pε.

Øàã 1. (Èíèöèàëèçàöèÿ). Ïîëàãàåì S0 = {(0, . . . , 0)} è j = 1.

Øàã 2. (Ôîðìèðîâàíèå S1, . . . , Sn). Ïîëàãàåì Sj = φ. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (T1, . . . , Tm) ∈ Sj−1
è äëÿ êàæäîãî íàáîðà (y1j, . . . , ymj) ∈ Qj âû÷èñëÿåì T ′l = Tl + bflj(ylj)/δc. Åñëè T ′l ≤ U/δ

äëÿ l = 1, . . . ,m è íàáîðà (T ′1, . . . , T
′
m) íåò â Sj, òî äîáàâëÿåì åãî â Sj. Ïðè j < n ïîëàãàåì

j := j + 1 è ïîâòîðÿåì øàã 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê øàãó 3.

Øàã 3. (Îòûñêàíèå y0). Íàáîð èç Sn ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì max{Tl|l = 1, . . . ,m} ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåøåíèþ y0, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ïîìîùè ïîèñêà ñ âîçâðàòîì.
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Óñòàíîâèì âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Pε. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåäóðà ôîðìèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâà Sj òðåáóåò âðåìÿ O(m|Qj||Sj−1|). Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî íàáîðà (T1, . . . , Tm) ∈ Sj
âûïîëíÿåòñÿ Tl ≤ U/δ, l = 1, . . . ,m, òî |Sj| ≤ (U/δ)m äëÿ j = 1, . . . , n. Òàêèì îáðà-

çîì, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Pε íå ïðåâîñõîäèò O(mn(U/δ)m) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

O((U/V )mmnm+1/εm). Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ îöåíîê (ñì. ï. 1.6.3), ýòà âðåìåííàÿ

ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü ïîíèæåíà äî O(m3mnm+1/εm + m2mnm+1 log log(U/V )), ò.å. àëãîðèòì

Pε ñ âêëþ÷åííîé â íåãî ïðîöåäóðîé óëó÷øåíèÿ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûì ε-

ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì, åñëè m ôèêñèðîâàíî, è âåëè÷èíà U/V îãðàíè÷åíà ïî êðàéíåé

ìåðå ýêñïîíåíòîé îò äëèíû çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è â óíàðíîì àëôàâèòå.

1.6.3. Ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíîê. Ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåí-

êè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîçâîëÿåò îòûñêèâàòü òàêîå

÷èñëî F 0, ÷òî F 0 ≤ F ∗ ≤ 3F 0, ãäå F ∗ � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðîöåäóðà îñ-

íîâàíà íà ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà. Íèæå îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà,

êîòîðûìè ýòîò àëãîðèòì äîëæåí îáëàäàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîöåäóðà áûëà êîððåêòíîé è ýô-

ôåêòèâíîé.

Ïóñòü F ∗ > 0 è èìååòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì X(A,B), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

(1) äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë A è B è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è

àëãîðèòì X(A,B) îòûñêèâàåò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè FX ≤ B +A, åñëè

F ∗ ≤ B;

(2) âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà X(A,B) îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì P (Length,B/A) îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, ãäå Length � äëèíà çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è â äâîè÷íîì àëôàâèòå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èçâåñòíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè òàêèå,

÷òî 0 < V ≤ F ∗ ≤ U . Åñëè U > 3V , òî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ÷èñëà F 0 òàêîãî, ÷òî

F 0 ≤ F ∗ ≤ 3F 0.

Â ýòîé ïðîöåäóðå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà äâîè÷íîãî ïîèñêà (â èíòåðâàëå [V, U ]).

Ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíîê.

Øàã 1. Ïîëàãàåì F 0 = V, j = 1, aj = 0 è íàõîäèì öåëîå ÷èñëî bj òàêîå, ÷òî 2bj−1V < U ≤ 2bjV.

Øàã 2. Âû÷èñëÿåì kj = d(aj + bj)/2e è F (kj) = 2kj−1V.

Øàã 3. Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì X(F (kj), 2F (kj)). Åñëè îí íàõîäèò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì FX ≤
3F (kj), òî ïîëàãàåì F 0 = F (kj), è, åñëè kj = bj, òî ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ. Åñëè kj < bj,

ïîëàãàåì aj+1 = aj è bj+1 = kj. Åñëè àëãîðèòì X(F (kj), 2F (kj)) íå íàõîäèò ðåøåíèÿ ñî

çíà÷åíèåì FX ≤ 3F (kj), òî ïðè kj = bj ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ. Ïðè kj < bj ïîëàãàåì

aj+1 = kj è bj+1 = bj. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì j := j + 1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà X ìîæíî èñïîëüçîâàòü ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì (1) è (2), ïîëàãàÿ ε = 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå ε-ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû,

â òîì ÷èñëå âñå ïðèâåäåííûå â äàííîì êóðñå ëåêöèé, óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì ïðè ε = 1.
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Ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíîê è ñâÿçàííûå ñ íåé ðåçóëüòàòû ëåãêî àäàïòèðóþòñÿ äëÿ çàäà÷

ìàêñèìèçàöèè.

Çàäàíèå. Ðàçðàáîòàòü ε-ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ P2//Cmax è 2//
∑
wjCj. Äëÿ

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
∑
wjCj âíà÷àëå ïîêàçàòü, ÷òî â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè êàæäûé ïðèáîð

îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SWPT.

1.7. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íî-

ñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè F (x) íà ìíîæåñòâå X. Îáîçíà÷èì F ∗ =

min{F (x)|x ∈ X}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∗ > 0.

Ïóñòü ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì H îòûñêèâàåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ñî çíà÷åíèåì FH öå-

ëåâîé ôóíêöèè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó ∆H = FH/F ∗. Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò àëãî-

ðèòìà H è îò íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Â äàííîì ðàçäåëå ïîä ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé

òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïîìîùè H, áóäåì ïîíèìàòü âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èíû ∆H

ïðè ëþáîì íàáîðå âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è.

Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íî-

ñòè èìååò ñìûñë äëÿ NP-òðóäíûõ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ è NP-òðóäíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ

íå èçâåñòíû áûñòðîäåéñòâóþùèå ε-ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû.

Â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ F ∗, FH è ∆H èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷

è êîíêðåòíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ñìûñë ýòèõ îáîçíà÷åíèé íå èçìåíÿåòñÿ.

1.7.1. Ïàðàëëåëüíûå ïðèáîðû. Ìèíèìèçàöèÿ
∑
wjCj. Ðàññìîòðèì NP-òðóäíóþ â

ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó P//
∑
wjCj. Â ýòîé çàäà÷å ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàç-

áèåíèåì ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà ïîäìíîæåñòâà N1, . . . , Nm, ãäå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Nl îá-

ñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì l, è óêàçàíèåì ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â êàæäîì ïîäìíîæå-

ñòâå. Ïðè ïîìîùè ïåðåñòàíîâî÷íîãî ïðèåìà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ

ðàññìîòðåíèåì ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ òðåáîâàíèÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åíû ïî

ïðàâèëó SWPT, ò.å. ïî íåóáûâàíèþ çíà÷åíèé pj/wj. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà m ïîäìíîæåñòâ.

Îïèøåì ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A ðåøåíèÿ çàäà÷è P//
∑
wjCj, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì. Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â ïîðÿäêå SWPT òàê, ÷òî p1/w1 ≤ · · · ≤ pn/wn. Áóäåì

ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, íàçíà÷àòü òðåáîâàíèÿ 1, . . . , n íà ïðèáîðû. Ïóñòü òðåáî-

âàíèÿ 0, . . . , k, k < n, íàçíà÷åíû, ãäå 0 � ôèêòèâíîå òðåáîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîé

ñèòóàöèè, p0 = 0. Òðåáîâàíèå k + 1 íàçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pl ñóì-

ìó äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, íàçíà÷åííûõ íà ïðèáîð l, l = 1, . . . ,m. Íàõîäèì

òàêîé ïðèáîð l, ÷òî Pl = min1≤h≤m Ph. Íàçíà÷àåì òðåáîâàíèå k+1 íà ïðèáîð l è, åñëè k+1 6= n,

ïåðåõîäèì ê íàçíà÷åíèþ òðåáîâàíèÿ k + 2.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ ñïðàâåäëèâî
∑
wjCj ≥ 1

m
F ∗1 + m−1

2m
F ∗n .

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî F ∗ ≥ 1
m
F ∗1 + m−1

2m
F ∗n ≥ FA − m−1

2m
F ∗n .
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Ñåé÷àñ íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó âåëè÷èíû ∆A :

∆A = FA/F ∗ ≤ (F ∗ +
m− 1

2m
F ∗n)/F ∗ ≤ 3m− 1

2m
=

3

2
− 1

2m
,

ïîñêîëüêó F ∗n ≤ F ∗.

1.7.2. Çàäà÷à îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû. Ðàññìîòðèì NP-òðóäíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå

çàäà÷ó îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû, êîòîðàÿ â òåðìèíàõ òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîæåò áûòü ñôîðìó-

ëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è P/dj = d/Cj ≤ dj ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m = n,

d ≥ maxj pj è òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðèáîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïèñàíèå,

ïðè êîòîðîì âñå òðåáîâàíèÿ áóäóò îáñëóæåíû ê çàäàííîìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó d.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ÷åòûðåõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå â êîí-

òåéíåðû. Â àëãîðèòìàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà π òðåáîâàíèé, òðåáîâàíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþòñÿ èç ýòîé ïåðåñòàíîâêè è íàçíà÷àþòñÿ íà ïðèáîðû â ñîîòâåòñòâèè ñ

íåêîòîðûìè ïðàâèëàìè. Ðåçåðâîì âðåìåíè ïðèáîðà l, îáîçíà÷àåìûì Rl, íàçûâàåòñÿ ðàçíèöà

ìåæäó d è ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, íàçíà÷åííûõ íà ïðèáîð l.

Â àëãîðèòìàõ B1 è B2 ïåðåñòàíîâêà π ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Íà øàãå k àëãîðèòìà B1

èëè B2 âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå, ðàñïîëîæåííîå íà ìåñòå k â ïåðåñòàíîâêå π. Â àëãîðèòìå B1

ýòî òðåáîâàíèå íàçíà÷àåòñÿ íà ïðèáîð ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì ñðåäè ïðèáîðîâ ñ äîñòàòî÷íûì

ðåçåðâîì âðåìåíè äëÿ çàâåðøåíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ ñ ñðîê. Â àëãîðèòìå B2 ýòî òðåáîâàíèå

íàçíà÷àåòñÿ íà ïðèáîð ñ íàèìåíüøèì äîñòàòî÷íûì ðåçåðâîì âðåìåíè.

Àëãîðèòìû B3 è B4 îòëè÷àþòñÿ îò àëãîðèòìîâ B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî ëèøü òåì, ÷òî òðå-

áîâàíèÿ â ïåðåñòàíîâêå π ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå LPT íåâîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé pj.

Ïóñòü mi � êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ, íàéäåííîå ýòèì àëãîðèòìîì Bi è m∗ - íàèìåíüøåå âîç-

ìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ.

Òåîðåìà 1.4. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà mi <
17
10
m∗ + 2 äëÿ i = 1, 2 è mi ≤ 11

9
m∗ + 4

äëÿ i = 3, 4.

1.8. Ìèíèìèçàöèÿ ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé

Ïóñòü Πr � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê πr = (i1, . . . , ir) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N =

{1, . . . , n}, r = 1, . . . , n, Π0 = {π0} = {(φ)} è Π = ∪nr=0Πr.

Íà ìíîæåñòâå Πn îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ F (π). Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèîðèòåòî-

ïîðîæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ω(π), π ∈ Π, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïðèîðèòåòà,

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê π = (π1, πa, πb, π2) ∈ Πn è

π′ = (π1, πb, πa, π2) ∈ Πn

• èç ω(πa) > ω(πb) ñëåäóåò F (π) ≤ F (π′) è

• èç ω(πa) = ω(πb) ñëåäóåò F (π) = F (π′).

Ìíîãèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ñâîäÿòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ïðèîðèòåòî-

ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ òðåáîâàíèé.
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Ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì çàäàíî îòíîøåíèå ïðåäøå-

ñòâîâàíèÿ (áèíàðíîå, òðàíçèòèâíîå, àíòèðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå), ïðåäñòàâëåííîå ãðàôîì

ðåäóêöèè ýòîãî îòíîøåíèÿ G = (N,U). Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ðåäóêöèè îòíîøåíèÿ ïðåä-

øåñòâîâàíèÿ, åñëè îí ïîëó÷åí èç ãðàôà îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ïóòåì óäàëåíèÿ âñåõ

òðàíçèòèâíûõ äóã.

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ, åñëè i ïðåäøåñòâóåò j, òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ

j íå ìîæåò áûòü íà÷àòî äî çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ i. Îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâà-

íèÿ ïðèñóòñòâóþò â çàäà÷àõ, ãäå íåêîòîðûå îïåðàöèè èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòû äðóãèõ (ïðåäøå-

ñòâóþùèõ) îïåðàöèé.

1.8.1. Ïðèìåð ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1/prec/
∑
Cj.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∑
Cj(π) çíà÷åíèå

∑
Cj äëÿ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî ïåðå-

ñòàíîâêîé π = (i1, . . . , ir) :
∑
Cj(π) =

∑r
k=1

∑k
j=1 pij .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ
∑
Cj(π,K) =

∑r
k=1(K +

∑k
j=1 pij), ãäå K � íåêîòîðàÿ êîí-

ñòàíòà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íà÷èíàþò îáñëóæèâàòüñÿ òðåáî-

âàíèÿ ïåðåñòàíîâêè π. Îáîçíà÷èì P (π) =
∑
j∈{π} pj.

Âû÷èñëèì

∑
Cj(π

1,πa,πb,π2)=
∑

Cj(π
1)+

∑
Cj(π

a,P (π1))+
∑

Cj(π
b,P (π1,πa))+

∑
Cj(π

2,P (π1,πa,πb)),

∑
Cj(π

1,πb,πa,π2)=
∑

Cj(π
1)+

∑
Cj(π

b,P (π1))+
∑

Cj(π
a,P (π1,πb))+

∑
Cj(π

2,P (π1,πb,πa)).

Ïîñêîëüêó P (π1, πa, πb)) = P (π1, πb, πa)), íåðàâåíñòâî
∑
Cj(π

1, πa, πb, π2) ≤ ∑
Cj(π

1, πb, πa, π2)

ýêâèâàëåíòíî

∑
Cj(π

a, P (π1)) +
∑

Cj(π
b, P (π1, πa)) ≤

∑
Cj(π

b, P (π1)) +
∑

Cj(π
a, P (π1, πb)),

÷òî ýêâèâàëåíòíî

|{πb}|P (πa) ≤ |{πa}|P (πb)|.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèîðèòåòà ìîæíî âçÿòü ω(π) =

|{π}|/P (π).

Çàäàíèå. Íàéòè ôóíêöèþ ïðèîðèòåòà äëÿ çàäà÷è 1/prec/
∑
wjCj.

Îòâåò: ω(π) = W (π)/P (π), ãäå W (π) =
∑
j∈{π}wj.

1.8.2. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé íà ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü çàäàíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî N ñ ãðàôîì

ðåäóêöèè îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà G = (N,U). Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè F (π),

π ∈ Πn(G), ãäå Πn(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N, äîïóñòèìûõ

îòíîñèòåëüíî G.

Çàäà÷à 1|out − tree|F, F - ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ. Öåïü (i1, . . . , ik), ãäå

êîìïîíåíòû ij ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè âåðøèíàìè, íàçûâàåòñÿ w-öåïüþ, åñëè w(il) ≥ w(il+1),

l = 1, . . . , k − 1.
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Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå Πn(G), ãäå G �

íàáîð âûõîäÿùèõ äåðåâüåâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

1. Âû÷èñëÿåì ïðèîðèòåòû âèñÿ÷èõ âåðøèí.

2. Åñëè G íå åñòü íàáîð èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, òî íàõîäèì â G âåðøèíó i0, íàçûâàåìóþ

îïîðíîé, âñå ïðÿìûå ïîòîìêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè. Ïóñòü ýòèì ïîòîìêàì ñîîòâåòñòâó-

þò w-öåïè C1, . . . , Cl. Ïîñòðîèì w-öåïü (i1, . . . , iν), óïîðÿäî÷èâ âñå (ñîñòàâíûå) âåðøèíû öåïåé

C1, . . . , Cl ïî íåâîçðàñòàíèþ ïðèîðèòåòîâ. Ïîñòðîèì öåïü (i0, i1, . . . , iν). Åñëè w(i0) > w(i1), òî

öåïü (i0, i1, . . . , iν) ÿâëÿåòñÿ w-öåïüþ. Åñëè w(i0) ≤ w(i1), òî îáúåäèíÿåì i0 è i1 â ñîñòàâíóþ

âåðøèíó [i0, i1]. Äàëåå ñðàâíèâàåì w(i0, i1) è w(i2) è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, îáúåäèíÿåì [i0, i1]

è i2. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà öåïü (i0, i1, . . . , iν) íå áóäåò ïðåîáðàçîâàíà â íåêî-

òîðóþ w-öåïü C0 = ([i0, i1, . . . , ik], ik+1, . . . , iν). Óäàëÿåì èç G âñåõ ïîòîìêîâ âåðøèíû i0 è ñòàâèì

åé â ñîîòâåòñòâèå w-öåïü C0.

Ïîâòîðÿåì îïèñàííûé ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåí ãðàô, ñîñòîÿùèé èç èçî-

ëèðîâàííûõ âåðøèí. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñîñòàâíûõ) âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùèõ w-öåïåé, â êî-

òîðîé âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ ïðèîðèòåòîâ, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì

çàäà÷è.

Â ñëó÷àå, êîãäà G � âõîäÿùåå äåðåâî, â êà÷åñòâå îïîðíîé âûáèðàåòñÿ âåðøèíà, âñå íåïîñðåä-

ñòâåííûå ïðåäøåñòâåííèêè êîòîðîé i1, . . . , iν íå èìåþò ïðåäøåñòâåííèêîâ. Ôîðìèðóåòñÿ öåïü

(i1, . . . , iν , i
0). Îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â w-öåïü ïóòåì ñðàâíåíèÿ w(i0) è w(iν). Ñîñòàâíàÿ âåðøèíà

[iν , i
0] îáðàçóåòñÿ, åñëè w(iν) ≤ w(i0). Äàëåå ïðîöåññ àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ âûõîäÿùåãî äåðåâà.

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó 1/out− tree/∑Cj, â êîòîðîé èìååòñÿ 10 òðåáîâàíèé. Òðåáîâàíèå

3 ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèþ 4, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèÿì 1, 7 è 9.

Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj çàäàíû â òàáëèöå

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pj 4 2 3 5 7 4 1 2 9 4

Îòâåò: ({2, 8}, 3, 4, 7, {1, 6, 10}, 5, 9). Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îáðàçóåòñÿ ñîñòàâíîé ýëåìåíò [3, 4, 7].
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Ãëàâà 2

Îäíîñòàäèéíûå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáñëóæèâàþùèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ëèáî íåñêîëü-

êèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ. Êàæäîå òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îáñëóæåíî ëþáûì èç

ïðèáîðîâ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñòîèìîñòè íåóáûâàþùèå, ñëó÷àé rj = 0 è m ≥ n ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì

� äîñòàòî÷íî íàçíà÷èòü êàæäîå òðåáîâàíèå íà îòäåëüíûé ïðèáîð.

2.1. Îäèí ïðèáîð. Ìàêñèìàëüíûé øòðàô.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1/prec/fmax. Ïîñêîëüêó ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ðàâíû íóëþ

è ïðåðûâàíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàïðåùåíû, ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ òðåáîâàíèé.

Ïóñòü îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàíû îðèåíòèðîâàííûì áåñêîíòóðíûì ãðàôîì Gn =

(On, Y ), ãäå On � èñõîäíîå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðåäëîæåí Å. Ëîóëå-

ðîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N−(Gn) ìíîæåñòâî âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí ãðàôà Gn, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ

òðåáîâàíèé, íå èìåþùèõ ïîòîìêîâ â ãðàôå Gn. Âû÷èñëèì ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ

âñåõ òðåáîâàíèé Pn =
∑n
j=1 pj. Î÷åâèäíî, ÷òî îáñëóæèâàíèå îäíîãî èç òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà

N−(Gn) çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè Pn. Åñëè ýòèì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå i, òî

ñòîèìîñòü åãî îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà fi(Pn). Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñòîèìîñòè ÿâëÿþòñÿ íåóáûâà-

þùèìè, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíèì îáñëóæèâàåìûì òðåáîâàíèåì â îïòèìàëüíîé ïå-

ðåñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ òàêîå òðåáîâàíèå i ∈ N−(Gn), ÷òî çíà÷åíèå fi(Pn) ìèíèìàëüíî. Ïóñòü in

ÿâëÿåòñÿ òàêèì òðåáîâàíèåì. Òîãäà ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ îñòàâøèõñÿ òðåáîâàíèé

ðàâåí Pn−1 = Pn − pin . Ïîñòðîèì ãðàô Gn−1 ïóòåì óäàëåíèÿ èç ãðàôà Gn âåðøèíû in è âñåõ

âõîäÿùèõ â íåå äóã. Â ãðàôå Gn−1 îïðåäåëèì âåðøèíó (òðåáîâàíèå) in−1 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

áûëà îïðåäåëåíà âåðøèíà in. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (i1, . . . , in), ÿâëÿþùàÿñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1/prec/fmax.

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó 1/prec/Lmax, â êîòîðîé èìååòñÿ 10 òðåáîâàíèé. Òðåáîâàíèå 3 ïðåä-

øåñòâóåò òðåáîâàíèþ 4, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèÿì 1, 7 è 9. Äëèòåëü-

íîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj è äèðåêòèâíûå ñðîêè dj çàäàíû â òàáëèöå
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pj 4 2 3 5 7 4 1 2 9 4
dj 14 23 17 25 17 14 10 7 9 24

Îòâåò: (8, 3, 4, 9, 7, {1, 6}, 5, 2, 10).

Òåîðåìà 2.1. Çàäà÷à 1/rj/Cj ≤ dj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Çàäà÷à 1/rj/Cj ≤ dj ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ òðåáóåò O(n) åäèíèö ïàìÿòè è ìîìåíòû çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìîãóò

áûòü âû÷èñëåíû çà âðåìÿ O(n).

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ: çàäàíû öåëûå

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , a3r è A òàêèå, ÷òî A/4 < aj < A/2, j = 1, . . . , 3r, è
∑3r
j=1 aj = rA.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 3r} íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xr òàêîå, ÷òî

∑
j∈Xl aj = A, l = 1, . . . , r.

Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è 1/rj/Cj ≤ dj, â êî-

òîðîì èìååòñÿ 4r − 1 òðåáîâàíèå: 3r îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðàìè pj = aj, rj = 0 è

dj = rA + (r − 1), j = 1, . . . , 3r, è r − 1 âñïîìîãàòåëüíîå òðåáîâàíèå ñ ïàðàìåòðàìè pj = 1,

rj = A(j − 3r) + (j − 3r − 1) è dj = rj + 1, j = 3r + 1, . . . , 4r − 1. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à 3-

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðîåííîãî

ïðèìåðà çàäà÷è 1/rj/Cj ≤ dj.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâà X1, . . . , Xr ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è 3-

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì âñïîìîãàòåëüíûå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â

èíòåðâàëàõ [rj, dj], j = 3r+ 1, . . . , 4r− 1, è îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà X1 îáñëóæèâàþòñÿ

â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïåðåä âñïîìîãàòåëüíûì òðåáîâàíèåì 3r + 1, îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ

ìíîæåñòâà Xl, l = 2, . . . , r − 1, îáñëóæèâàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ìåæäó âñïîìîãàòåëü-

íûìè òðåáîâàíèÿìè 3r + l − 1 è 3r + l, îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Xr îáñëóæèâàþòñÿ â

ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïîñëå âñïîìîãàòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ 4r − 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ Cj ≤ dj äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå òàêîå, ÷òî Cj ≤ dj äëÿ âñåõ òðå-

áîâàíèé. Â ýòîì ðàñïèñàíèè âñïîìîãàòåëüíûå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â èíòåðâàëàõ [rj, dj],

j = 3r + 1, . . . , 4r − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ

ïåðåä òðåáîâàíèåì 3r + 1, ÷åðåç Xl, l = 2, . . . , r − 1, ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òðåáîâàíèé, îáñëó-

æèâàåìûõ ìåæäó òðåáîâàíèÿìè 3r + l − 1 è 3r + l, ÷åðåç Xr ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òðåáîâàíèé,

îáñëóæèâàåìûõ ïîñëå òðåáîâàíèÿ 4r − 1. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
∑
j∈Xl pj =

∑
j∈Xl aj ≤ A,

l = 1, . . . , r, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∑
j∈Xl aj = A, l = 1, . . . , r, ò.å. çàäà÷à 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò

ðåøåíèå.

2.2. Îäèí ïðèáîð. Ñóììàðíûé øòðàô.

Èññëåäóåì çàäà÷ó 1//
∑
fj è åå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

2.2.1. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1//
∑
wjCj. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
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ïðèîðèòåòî-ïîðîæäàþùèì. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü SWPT, â êîòîðîé òðåáîâàíèÿ óïî-

ðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ îòíîøåíèÿ pj/wj, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü

ïðîâåäåíî ïðè ïîìîùè ïåðåñòàíîâî÷íîãî ïðèåìà.

2.2.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1//
∑
wjUj. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà.

Òåîðåìà 2.2. Çàäà÷à 1//
∑
wjUj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå â ñëó÷àå dj = d,

j = 1, . . . , n.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å 1/dj = d/
∑
wjUj, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP ,

ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ òðåáóåò O(n) åäèíèö ïàìÿòè è çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè îò îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà âðåìÿ O(n).

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ: çàäàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà

a1, a2, . . . , ar è A òàêèå, ÷òî
∑r
j=1 aj = 2A. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî

X ⊂ N = {1, 2, . . . , r} òàêîå, ÷òî ∑j∈X aj = A.

Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà ýòîé çàäà÷è ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è 1/dj = d/
∑
wjUj, â êîòîðîì èìå-

åòñÿ r òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðàìè pj = aj, wj = aj è dj = d = A, j = 1, . . . , r. Ïîêàæåì, ÷òî

çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðî-

åííîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1/dj = d/
∑
wjUj ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, íå ïðåâîñõîäÿùèì

A.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïîñòðî-

èì ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì âíà÷àëå îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà X â ïðîèçâîëüíîì

ïîðÿäêå è çà íèìè îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N\X â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ïî-

ñêîëüêó
∑
j∈X aj = A, òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ ðàííèìè è òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà

N\X � çàïàçäûâàþùèìè. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ
∑
wjUj =

∑
j∈N\X aj = A.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè∑
wjUj ≤ d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî ðàííèõ òðåáîâàíèé â ýòîì ðàñïèñàíèè. Èìååì∑
j∈X pj =

∑
j∈X aj ≤ d = A è

∑
j∈N\X wj =

∑
j∈N\X aj ≤ A. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
j∈X aj = A, ò.å.

çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå.

2.2.3. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âðåìåííîé ñëîæíîñòè O(n log n) ðåøåíèÿ çàäà÷è

1//
∑
Uj.

Óïîðÿäî÷èì òðåáîâàíèÿ â ïîðÿäêå EDD íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ: d1 ≤ · · · ≤ dn.

Áóäåì íàçíà÷àòü òðåáîâàíèÿ íà îáñëóæèâàíèå â ïîðÿäêå 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò

íàðóøåí äèðåêòèâíûé ñðîê î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ. Ïóñòü íàðóøàåòñÿ äèðåêòèâíûé ñðîê dj.

Ñðåäè òðåáîâàíèé 1, . . . , j îòûñêèâàåì òðåáîâàíèå ñ íàèáîëüøåé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ,

íàïðèìåð, òðåáîâàíèå k è óäàëÿåì åãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1, . . . , j). Òðåáîâàíèå k ñ÷èòàåòñÿ

çàïàçäûâàþùèì. Âñå çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïî-

ñëå ïîñëåäíåãî ðàííåãî òðåáîâàíèÿ. Åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ âûáðàííîãî òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàíèå

òðåáîâàíèÿ j çàâåðøàåòñÿ äî äèðåêòèâíîãî ñðîêà dj, òî ïåðåõîäèì ê íàçíà÷åíèþ òðåáîâàíèÿ

j+ 1. Åñëè äèðåêòèâíûé ñðîê dj âñå åùå íàðóøàåòñÿ, óäàëÿåì î÷åðåäíîå òðåáîâàíèå ñ íàèáîëü-

øåé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ. Óäàëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äèðåêòèâíûé ñðîê

dj íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ëèáî íå óäàëèòñÿ j. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
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ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàííèõ òðåáîâàíèé.

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó 1//
∑
Uj, â êîòîðîé èìååòñÿ 10 òðåáîâàíèé. Äëèòåëüíîñòè îáñëó-

æèâàíèÿ pj è äèðåêòèâíûå ñðîêè dj çàäàíû â òàáëèöå èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Îäèí èç îòâåòîâ: (8, 7, 1, 6, 3, 2, 10, 4) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàííèõ òðåáîâàíèé, 9 è 5 � çàïàç-

äûâàþùèå òðåáîâàíèÿ.

2.3. Ïàðàëëåëüíûå ïðèáîðû. Ìàêñèìàëüíûé øòðàô

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è P//fmax è P/pmtn/fmax è èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè.

2.3.1. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à P/pmtn/Cmax (ïðè ðàçðåøåíèè ïðåðûâàíèé) ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(n).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå LB = max{maxj{pj},
∑n
j=1 pj/m}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî LB ≤ C∗max,

ãäå C∗max ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì îáùåãî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ.

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàçíà÷àåì òðåáîâàíèÿ â ïðîèç-

âîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , n íà ïðèáîðû 1, 2, . . . ,m

â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, LB], íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè íîëü. Åñëè íà ïðèáîðå l äîñòèãíóò

ìîìåíò âðåìåíè LB è òåêóùåå òðåáîâàíèå j ïîëíîñòüþ íå îáñëóæåíî, òî åãî îáñëóæèâàíèå

ïðåðûâàåòñÿ è âîçîáíîâëÿåòñÿ íà ïðèáîðå l + 1, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè íîëü.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Ìàêíîòîíà èëè ïðàâèëîì îáåðòêè (wrap

around rule). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ äî-

ïóñòèìûì (íè îäíî òðåáîâàíèå íå îáñëóæèâàåòñÿ äâóìÿ ïðèáîðàìè îäíîâðåìåííî) è äëÿ ýòîãî

ðàñïèñàíèÿ Cmax = LB, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Çàäàíèå. Ïîñòðîèòü ïðèìåð çàäà÷è P/pmtn/Cmax, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî ïðåðûâàíèé â

îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè ðàâíî m− 1.

2.3.2. Äàëåå äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à P//Cmax (ïðåðûâàíèÿ çàïðåùåíû) NP-òðóäíà â ñèëüíîì

ñìûñëå.

Òåîðåìà 2.3. Çàäà÷à P//Cmax ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Âîñïîëüçóåìñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà

çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è P//Cmax, â êîòîðîì èìååòñÿ 3r òðåáîâàíèé

ñ äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ pj = aj, j = 1, . . . , 3r, è r ïðèáîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à

3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðîåííîãî

ïðèìåðà çàäà÷è P ||Cmax ñî çíà÷åíèåì Cmax ≤ A.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâà X1, . . . , Xr ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è 3-

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Xl, l = 1, . . . , r,

îáñëóæèâàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïðèáîðîì l. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííî-

ãî ðàñïèñàíèÿ Cmax = A.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå òàêîå, ÷òî Cmax ≤ A. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Xl ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ ïðèáîðîì l, l = 1, . . . , r. Äîëæíû âûïîëíÿòü-
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ñÿ íåðàâåíñòâà
∑
j∈Xl pj =

∑
j∈Xl aj ≤ A, l = 1, . . . , r. Ïîñêîëüêó

∑r
l=1

∑
j∈Xl aj = rA, èìååì∑

j∈Xl aj = A, l = 1, . . . , r, ò.å. çàäà÷à 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå.

2.3.3. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è áåç ïðåðûâàíèé. Íà÷íåì ñ çàäà÷è P/in−tree, pj =

1/Cmax. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, ÷åðåç N+ � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, íå èìå-

þùèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ, è ÷åðåç h(j) � âûñîòó âåðøèíû j, ò.å. äëèíó (êîëè÷åñòâî âåðøèí)

öåïè îò âåðøèíû j äî êîðíÿ äåðåâà.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì H ôîðìèðóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è P/in − tree, pj =

1/Cmax, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü H-ðàñïèñàíèåì. Â àëãîðèòìå H ïîìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå òðåáî-

âàíèÿ. Âíà÷àëå âñå òðåáîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïîìå÷åííûìè.

Ïðîíóìåðóåì èíòåðâàëû âðåìåíè åäèíè÷íîé äëèíû 1, 2, . . .. Íà èòåðàöèè t àëãîðèòìà H

îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íàçíà÷àþòñÿ íà îáñëóæèâàíèå ïðèáîðàìè â èíòåðâàëå âðåìåíè t åäè-

íè÷íîé äëèíû. Ðàññìîòðèì èòåðàöèþ t. Íàéäåì ïðèáîð l, íå çàäåéñòâîâàííûé â èíòåðâàëå âðå-

ìåíè t. Ñðåäè íåïîìå÷åííûõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N+ âûáèðàåì òðåáîâàíèå j ñ íàèáîëüøåé

âûñîòîé h(j), íàçíà÷àåì åãî íà îáñëóæèâàíèå â èíòåðâàëå t ïðèáîðîì l è ïîìå÷àåì òðåáîâàíèå

j. Ïðîöåññ íàçíà÷åíèÿ òðåáîâàíèé è èõ ïîìåòêè ïðåêðàùàåòñÿ òîãäà, êîãäà â èíòåðâàëå âðåìåíè

t âñå ïðèáîðû çàíÿòû èëè âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N+ ïîìå÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷àåì

èç N ïîìå÷åííûå òðåáîâàíèÿ è, åñëè N 6= φ, ïåðåõîäèì ê èòåðàöèè t + 1, ò.å. ê íàçíà÷åíèþ

òðåáîâàíèé â èíòåðâàëå t+ 1. Åñëè N = φ, òî H-ðàñïèñàíèå ïîñòðîåíî.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü H-àëãîðèòìà ðàâíà O(n).

Çàäàíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî H-àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ íåñêîëüêî

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âõîäÿùèì äåðåâîì.

Çàäàíèå 2. Ðåøèòå çàäà÷ó P/in − tree, pj = 1/Cmax, â êîòîðîé m = 3, n = 12, òðåáîâà-

íèÿ 9,10,11 ïðåäøåñòâóþò 7, òðåáîâàíèå 12 ïðåäøåñòâóåò 8, òðåáîâàíèÿ 7 è 8 ïðåäøåñòâóþò 4,

òðåáîâàíèÿ 3 è 4 ïðåäøåñòâóþò 1 è òðåáîâàíèÿ 5 è 6 ïðåäøåñòâóþò 2.

Îòâåò: òðåáîâàíèÿ, íàçíà÷åííûå íà ïðèáîðû 1,2,3 â èíòåðâàëàõ âðåìåíè 1,2,3,4,5 ñîîòâåò-

ñòâåííî - (12,11,10), (9,8,6), (7,5,3), (4,2,·), (1,·,·).

Çàäàíèå 3. Ïîêàæèòå, êàê èñïîëüçîâàòü H-àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è P/out−tree, pj =

1/Cmax. (Èçìåíèòü îðèåíòàöèþ äóã íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ "in-tree"è ðàññìîò-

ðåòü ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå îò êîíöà ê íà÷àëó).

2.3.4. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è P/in − tree, pj = 1/Lmax. Âíà÷àëå ïðèâåäåì àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è P/in − tree, pj = 1/Cj ≤ dj. Â ýòîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ïî-

íÿòèå λ-ðàñïèñàíèÿ, êîòîðîå ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ñïèñêîì òðåáîâàíèé

λ = (j1, . . . , jn).

Òàê æå, êàê â H-àëãîðèòìå, áóäåì íàçíà÷àòü òðåáîâàíèÿ â èíòåðâàëû âðåìåíè åäèíè÷íîé

äëèíû t = 1, 2, . . . è ïîìå÷àòü òðåáîâàíèÿ ñïèñêà λ. Âíà÷àëå âñå òðåáîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïîìå-

÷åííûìè.

Íà èòåðàöèè t íàõîäèì ïðèáîð l, íå çàíÿòûé â èíòåðâàëå âðåìåíè t. Íàõîäèì ïåðâîå íåïî-



38

ìå÷åííîå òðåáîâàíèå j ñïèñêà λ, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N+. Íàçíà÷àåì j íà îáñëó-

æèâàíèå â èíòåðâàëå t ïðèáîðîì l è ïîìå÷àåì j. Ïðîöåññ íàçíà÷åíèÿ òðåáîâàíèé è èõ ïîìåòêè

ïðåêðàùàåòñÿ òîãäà, êîãäà â èíòåðâàëå âðåìåíè t âñå ïðèáîðû çàíÿòû èëè âñå òðåáîâàíèÿ ìíî-

æåñòâà N+ ïîìå÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷àåì èç λ è N ïîìå÷åííûå òðåáîâàíèÿ è, åñëè N 6= φ,

ïåðåõîäèì ê èòåðàöèè t + 1, ò.å. ê íàçíà÷åíèþ òðåáîâàíèé â èíòåðâàëå t + 1. Åñëè N = φ, òî

λ-ðàñïèñàíèå ïîñòðîåíî.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îòH-àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü âûáèðàþòñÿ

òðåáîâàíèÿ íå ñ íàèáîëüøåé âûñîòîé, à ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì â ñïèñêå λ. Èíûìè ñëîâàìè,

H-àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà, åñëè â ñïèñêå λ îòñîðòèðîâàòü

òðåáîâàíèÿ íî íåâîçðàñòàíèþ âûñîò.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è P/in− tree, pj = 1/Cj ≤ dj âíà÷àëå ìîäèôèöèðóåì äèðåêòèâíûå ñðîêè.

Îáîçíà÷èì ìîäèôèöèðîâàííûå äèðåêòèâíûå ñðîêè ÷åðåç d′j, j = 1, . . . , n. Ïîëîæèì d′r = dr

äëÿ êîðíÿ r äåðåâà. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå âûáèðàåì òàêîå òðåáîâàíèå j, äëÿ êîòîðîãî íå

íàéäåíî d′j, íî äëÿ åãî ïðÿìîãî ïîòîìêà k çíà÷åíèå d
′
k íàéäåíî. Ïîëàãàåì d

′
j = min{dj, d′k−1}. Â

ñïèñêå λ òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî íåóáûâàíèþ ìîäèôèöèðîâàííûõ äèðêòèâíûõ ñðîêîâ.

Çàäàíèå. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðàñïèñàíèå äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî ìîäè-

ôèöèðîâàííûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî

èñõîäíûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Òåîðåìà 2.4. Çàäà÷à P/in − tree, pj = 1/Cj ≤ dj èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ λ-ðàñïèñàíèå, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ñïèñêó λ = (j1, . . . , jn), d′j1 ≤ · · · ≤ d′jn .

Çàäàíèå. Ðåøèòå çàäà÷ó P/in − tree, pj = 1/Cj ≤ dj, â êîòîðîé m = 3, n = 10, 1 ïðåäøå-

ñòâóåò 2, 2 ïðåäøåñòâóåò 3, 3 è 4 ïðåäøåñòâóþò 7, 5 è 6 ïðåäøåñòâóþò 9, 7, 8 è 9 ïðåäøåñòâóþò

10, (d1, . . . , d10) = (6, 5, 6, 4, 9, 8, 7, 3, 2, 8).

Îòâåò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáîâàíèé íà ïðèáîðàõ 1,2,3 â èíòåðâàëàõ âðåìåíè 1,2,3,4,5

ñîîòâåòñòâåííî - (8,6,5), (4,1,9), (2,·,·), (3,·,·), (7,·,·), (10,·,·). Ìîäèôèöèðîâàííûå äèðåêòèâíûå

ñðîêè: (d′1, . . . , d
′
10) = (4, 5, 6, 4, 1, 1, 7, 3, 2, 8).

Âîçâðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è P/in − tree, pj = 1/Lmax. Ïóñòü L∗max îáîçíà÷àåò

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è

P/in − tree, pj = 1/Cj ≤ dj + M, ãäå M � ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå M ≥ L∗max, ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è P/in− tree, pj = 1/Lmax, íàïðèìåð, M =
∑
pj.

Äåéñòâèòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ

dj + τ, j = 1, . . . , n, åñëè τ < L∗max. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, λ-ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííûå àëãîðèòìîì

H äëÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ dj +M, j = 1, . . . , n, ñîâïàäàþò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ M ≥ L∗max.

2.4. Ïàðàëëåëüíûå ïðèáîðû. Ñóììàðíûé øòðàô

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ îáñëó-



39

æèâàþùèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ. Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìèçàöèÿ ñóììàðíîãî øòðàôà
∑
fj.

2.4.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó R//
∑
Cj. Â ýòîé çàäà÷å äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ

j ïðèáîðîì l ðàâíà plj. Åñëè òðåáîâàíèå j íàçíà÷åíî íà ïðèáîð l è îáñëóæèâàåòñÿ ýòèì ïðèáîðîì

k-ûì ñ êîíöà (ïîñëå íåãî ïðèáîð l îáñëóæèâàåò k− 1 òðåáîâàíèå), òî âêëàä ýòîãî òðåáîâàíèÿ â

öåëåâóþ ôóíêöèþ ðàâåí kplj.

Ââåäåì 0-1 ïåðåìåííûå xj(lk) òàêèå, ÷òî xj(lk) = 1, åñëè òðåáîâàíèå j îáñëóæèâàåòñÿ ïðè-

áîðîì l k-ûì ñ êîíöà, è xj(lk) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàäà÷à R//
∑
Cj ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î

íàçíà÷åíèÿõ ∑
j

∑
(lk)

kpljxj(lk) → min,

ïðè óñëîâèÿõ
n∑
j=1

xj(lk) ≤ 1, l = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n,

∑
(l,k)

xj(lk) = 1, j = 1, . . . , n,

xj(lk) ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(n3).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Q//
∑
Cj ñóùåñòâóåò áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì. Â óñëîâèÿõ ýòîé

çàäà÷è, åñëè òðåáîâàíèå j îáñëóæèâàåòñÿ ïðèáîðîì l k-ûì ñ êîíöà, òî åãî âêëàä â öåëåâóþ

ôóíêöèþ ðàâåí kpj/vl, ãäå vl � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðèáîðà l. Óïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ k/vl ïî

íåóáûâàíèþ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûáîðó n çíà÷åíèé k/vl è íàçíà÷åíèþ êàæäîìó èç âûáðàííûõ

çíà÷åíèé íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé pj · (k/vl) ìèíè-

ìàëüíà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü n íàèìåíüøèõ ÷èñåë k/vl è íàçíà÷àòü

íàèáîëüøåìó èç âûáðàííûõ ÷èñåë k/vl íàèìåíüøåå çíà÷åíèå pj, âòîðîìó íàèáîëüøåìó èç âû-

áðàííûõ ÷èñåë k/vl âòîðîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå pj è òàê äàëåå. Åñëè çíà÷åíèå pj íàçíà÷åíî

çíà÷åíèþ k/vl, òî òðåáîâàíèå j îáñëóæèâàåòñÿ k-ûì ñ êîíöà ïðèáîðîì l. Çàäà÷à Q//
∑
Cj ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(n log n).

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó Q//
∑
Cj, â êîòîðîé m = 3, v1 = 1, v2 = 2, v3 = 3. Êîëè÷åñòâî

òðåáîâàíèé è äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj çàäàíû â òàáëèöå

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pj 6 18 24 12 6 12 12 24 6 18

Ðåøåíèå: íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ k/vl = {1/3, 2/3, 3/3, 4/3, 5/3, 1/2, 2/2, 3/2, 4/2, 1/1, 2/1}.
Óïîðÿäî÷èì 10 íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé k/vl ïî íåóáûâàíèþ:

(1/3, 1/2, 2/3, 3/3, 2/2, 1/1, 4/3, 3/2, 5/3, 2/1). Óïîðÿäî÷èì pj ïî íåâîçðàñòàíèþ:

(p3, p8, p2, p10, p4, p6, p7, p1, p5, p9). Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå: òðåáîâàíèå 3 îáñëóæèâàåòñÿ

ïðèáîðîì 3 ïåðâûì ñ êîíöà, òðåáîâàíèå 8 îáñëóæèâàåòñÿ ïðèáîðîì 2 ïåðâûì ñ êîíöà è ò.ä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ïðèáîðå 1: (9,6), íà ïðèáîðå 2: (1,4,8), íà ïðèáîðå 3: (5,7,10,2,3).
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Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è P//
∑
Cj ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè ñëå-

äóþùåãî àëãîðèòìà. Óïîðÿäî÷èì äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïî ïðàâèëó SPT:

p1 ≤ · · · ≤ pn. Áóäåì íàçíà÷àòü òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, . . . , n. Òðåáî-

âàíèå j íàçíà÷àåòñÿ íà òîò ïðèáîð, ãäå åãî îáñëóæèâàíèå çàâåðøèòñÿ ðàíüøå.

2.4.2. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷ Q/pj = p/
∑
fj è Q/pj = p/fmax. Ïîñêîëüêó äëèòåëü-

íîñòè îáñëóæèâàíèÿ îäèíàêîâû, ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðèáîðîì l

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ip/vl. Ïðè ýòîì fj(Cj) = fj(ip/vl) := bj(il). Êàê è ðàíåå, ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå 0-1 ïåðåìåííûå xj(il) òàêèå, ÷òî xj(il) = 1, åñëè òðåáîâàíèå j îáñëóæèâàåòñÿ

ïðèáîðîì l i-ûì ïî ïîðÿäêó, è xj(il) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàäà÷à Q/pj = p/
∑
fj ñâîäèòñÿ ê

çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ ∑
j

∑
(il)

bj(il)xj(il) → min,

ïðè óñëîâèÿõ
n∑
j=1

xj(il) ≤ 1, l = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

∑
(i,l)

xj(il) = 1, j = 1, . . . , n,

xj(il) ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n.

Çàäà÷à Q/pj = p/fmax ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèííîé çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ

max
j,(il)

bj(il)xj(il) → min

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ. Îáå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà âðåìÿ O(n3).

Çàäàíèå. Ïîñòðîéòå ñâåäåíèå çàäà÷è P/rj, pj = 1/
∑
fj ê çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ.

2.4.3. Ïîÿâëåíèå âåñîâ òðåáîâàíèé çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó.

Òåîðåìà 2.5. Çàäà÷à P//
∑
wjCj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Äëÿ

ëþáîãî ïðèìåðà çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è P//
∑
wjCj, â êîòîðîì èìååòñÿ

3r òðåáîâàíèé ñ äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ pj = aj è âåñàìè wj = aj, j = 1, . . . , r, è r

ïðèáîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà çàäà÷è P//
∑
wjCj ñî çíà÷åíèåì

∑
wjCj ≤ y =∑3r

j=1 a
2
j/2 +mA2/2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâà X1, . . . , Xr ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è 3-

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Xl, l = 1, . . . , r,

îáñëóæèâàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïðèáîðîì l. Ïóñòü (i1, . . . , ik) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òðåáîâàíèé íà ïðèáîðå l. Òîãäà

∑
j∈Xl

wjCj = a2i1 + ai2(ai1 + ai2) + · · ·

+aik(ai1 + · · ·+ aik) =
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∑
j∈Xl

a2j +
∑

1≤ν<µ≤k
aiνaiµ .

Ïîñêîëüêó

(
∑
j∈Xl

aj)
2 =

∑
j∈Xl

a2j + 2
∑

1≤ν<µ≤k
aiνaiµ ,

èìååì ∑
1≤ν<µ≤k

aiνaiµ = (
∑
j∈Xl

aj)
2/2−

∑
j∈Xl

a2j/2.

Ïîýòîìó ∑
j∈Xl

wjCj =
∑
j∈Xl

a2j/2 + (
∑
j∈Xl

aj)
2/2.

Äëÿ ïîñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ

∑
wjCj =

m∑
l=1

∑
j∈Xl

wjCj =
3r∑
j=1

a2j/2 +
m∑
l=1

(
∑
j∈Xl

aj)
2/2 =

3r∑
j=1

a2j/2 +mA2/2 = y. (2.1)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå òàêîå, ÷òî
∑
wjCj ≤ y. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Xl ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ ïðèáîðîì l, l = 1, . . . , r. Àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà (2.1), ïîëó÷àåì

∑
wjCj =

3r∑
j=1

a2j/2 +
m∑
l=1

(
∑
j∈Xl

aj)
2/2 ≤ y =

3r∑
j=1

a2j/2 +mA2/2.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

m∑
l=1

(
∑
j∈Xl

aj)
2 ≤ mA2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∑
j∈Xl aj = A+ δl, ãäå −A ≤ δl ≤ (m− 1)A, l = 1, . . . ,m, è

∑m
l=1 δl = 0. Òîãäà

m∑
l=1

(
∑
j∈Xl

aj)
2 =

m∑
l=1

(A+ δl)
2 = mA2 + 2A

m∑
l=1

δl +
m∑
l=1

δ2l = mA2 +
m∑
l=1

δ2l .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
m∑
l=1

(
∑
j∈Xl

aj)
2 ≤ mA2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δl = 0, l = 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑
j∈Xl aj = A, l = 1, . . . , r, ò.å.

çàäà÷à 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èìååò ðåøåíèå.
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Ãëàâà 3

Ìíîãîñòàäèéíûå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáñëóæèâàþùèå ñèñòåìû �ow-, open- è job-shop.

3.1. Îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà �ow-shop

Â ñèñòåìå �ow-shop êàæäîå òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ ïðèáîðàìè 1, 2, . . . ,m â ýòîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì l+1 ìîæåò áûòü íà÷àòî íå ðàíåå çàâåðøåíèÿ

åãî îáñëóæèâàíèÿ ïðèáîðîì l.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó F//Cmax.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ çàäà÷è F//Cmax ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè

êîòîðîì ïðèáîðû 1 è 2 îáñëóæèâàþò òðåáîâàíèÿ â îäíîé è òîé æå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè çàäàííîì ðàñïèñàíèè S îáîçíà÷èì ÷åðåç C0
lj(S) è Clj(S) ìîìåíòû íà-

÷àëà è çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðèáîðîì l ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü S � ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì ðàñïè-

ñàíèè ïðèáîð 1 îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (i1, . . . , ip, . . . , ir, ir+1, . . . , in), à

ïðèáîð 2 � â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (i1, . . . , ip, ir+1, π1, ir, π2), ãäå π1 = (j1, . . . , jv) è π2 � íåêîòîðûå

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ ðàñïèñàíèÿ S âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

C0
2ir+1

(S) = max{
r+1∑
k=1

p1ik , C2ip(S)},

C0
2ir(S) = max{

r∑
k=1

p1ik , C2jv(S)} = C2jv(S) ≥

C2ir+1(S) ≥ C1ir+1(S) =
r+1∑
k=1

p1ik .

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå S ′, îòëè÷àþùååñÿ îò S òåì, ÷òî íà ïåðâîì ïðèáîðå òðåáîâàíèÿ ir è ir+1

îáñëóæèâàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ir+1, ir. Äëÿ ðàñïèñàíèÿ S
′ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

C0
2ir+1

(S ′) = max{
r−1∑
k=1

p1ik + p1ir+1 , C2ip(S
′)},
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C0
2ir(S) = max{

r+1∑
k=1

p1ik , C2jv(S
′)}.

Ïîñêîëüêó C2ip(S
′) = C2ip(S), òî C0

2ir+1
(S ′) ≤ C0

2ir+1
(S). Èç ýòîãî ñëåäóåò C2jv(S

′) ≤ C2jv(S) è

äàëåå C0
2ir(S

′) ≤ C0
2ir(S).

Ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç (íå áîëåå O(n2)), ïîëó-

÷àåì ðàñïèñàíèå S ′′, ïðè êîòîðîì ïðèáîðû 1 è 2 îáñëóæèâàþò òðåáîâàíèÿ â îäíîé è òîé æå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ C0
2i(S

′′) ≤ C0
2i(S), i = 1, . . . , n. Ïîýòîìó

Cmax(S
′′) ≤ Cmax(S).

Çàäàíèå. Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì, äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ çàäà÷è F//Cmax ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè

êîòîðîì ïðèáîðû m− 1 è m îáñëóæèâàþò òðåáîâàíèÿ â îäíîé è òîé æå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî ïðè m ≤ 3 îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è

F//Cmax ìîæíî îòûñêèâàòü â êëàññå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ðàñïèñàíèé, òî åñòü ðàñïèñàíèé, ïðè

êîòîðûõ âñå ïðèáîðû îáñëóæèâàþò òðåáîâàíèÿ â îäíîé è òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè

m ≥ 4 ýòî óòâåðæäåíèå íå ñïðàâåäëèâî.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è F2//Cmax. Îáîçíà÷èì aj = p1j è bj = p2j.

Àëãîðèòì:

Ñôîðìèðóåì äâà ìíîæåñòâà N1 = {j|aj ≤ bj} è N2 = {j|aj > bj}. Â îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè âíà÷àëå îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N1 â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ çíà÷åíèé

aj, à çàòåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N2 â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ bj.

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó F2//Cmax, â êîòîðîé èìååòñÿ 10 òðåáîâàíèé. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó

Ãàííòà äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ. Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ aj è bj çàäàíû â òàáëèöå

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

aj 4 2 3 5 17 40 10 20 9 4
bj 4 3 17 25 7 14 10 7 9 24

Îòâåò: (2, 3, {1, 10}, 4, 9, 6, {5, 8}). Ìíîæåñòâî N2 = {5, 6, 8}.

3.2. Îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà open-shop

Â ñèñòåìå open-shop êàæäîå òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ ïðèáîðàìè 1, 2, . . . ,m â ïðîèçâîëü-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êàæäîå òðåáîâàíèå îáñëóæè-

âàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ïðèáîðîì è ëþáîé ïðèáîð îáñëóæèâàåò íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ.

Çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû open-shop îáëàäàþò ñèììåòðèåé � ïðèáîðû è òðåáîâàíèÿ ìîæíî ïîìå-

íÿòü ðîëÿìè áåç èçìåíåíèÿ ñóùåñòâà çàäà÷è.

3.2.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó O2//Cmax. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì aj = p1j è bj = p2j.

Äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó çíà÷åíèÿ Cmax :

Cmax ≥ max{
∑
j

aj,
∑
j

bj,max
j
{aj + bj}}.
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Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî ïðèâåäåííàÿ îöåíêà äîñòèæèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå

ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Àëãîðèòì:

Íàçíà÷àåì íà ïåðâûé îñâîáîäèâøèéñÿ ïðèáîð òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíîé äëèòåëüíîñòüþ

îáñëóæèâàíèÿ íà äðóãîì ïðèáîðå. Ïðè ýòîì çàâåðøèâøèå îáñëóæèâàíèå íà äðóãîì ïðèáîðå îá-

ñëóæèâàþòñÿ íà äàííîì ïðèáîðå ïîñëåäíèìè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Íà÷èíàåì ñ íàçíà÷åíèÿ

òðåáîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ íà êàêîì-ëèáî ïðèáîðå.

Çàäàíèå. Êàæäîå èç 6 òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ äîëæíî âûïîëíèòü äâà òèïà ðàáîò À è Â

â ëþáîì ïîðÿäêå. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ïî-

ñëåäíåé ðàáîòû. Äëèòåëüíîñòè aj è bj âûïîëíåíèÿ ðàáîò òèïà À è Â ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû â

òàáëèöå

j 1 2 3 4 5 6

aj 4 12 4 6 6 12
bj 8 6 2 10 8 8

Îòâåò: πA = (4, 1, 5, 3, 6, 2), πB = (2, 4, 1, 5, 3, 6), Cmax = 44.

3.2.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó O/pj = 1/
∑
Cj. Äëÿ åå ðåøåíèå íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå

ëàòèíñêîãî êâàäðàòà (ïðÿìîóãîëüíèêà).

Êâàäðàòíàÿ (ïðÿìîóãîëüíàÿ) ìàòðèöà ||λlj||, λlj ∈ N = {1, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ ëàòèíñêèì

êâàäðàòîì (ïðÿìîóãîëüíèêîì), ïîñòðîåííîì íà ìíîæåñòâå N , åñëè êàæäàÿ åå ñòðîêà ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N è êàæäûé ýëåìåíò N âñòðå÷àåòñÿ ðàâíî îäèí

ðàç (íå áîëåå îäíîãî ðàçà) â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû.

Íàïðèìåð, ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè λ1j = j, j = 1, . . . , n, λl1 = λl−1,n, λl,j = λl−1,j−1, j = 2, . . . , n,

l = 2, . . . ,m, òàêàÿ êàê ïðèâåäåííàÿ íèæå

1 2 3 4 5 6 7
7 1 2 3 4 5 6
6 7 1 2 3 4 5

ÿâëÿåòñÿ ëàòèíñêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Ïóñòü n = km + r, k ≥ 0, 0 ≤ r < m, äëÿ íåêîòîðûõ k è r. Â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè äëÿ

çàäà÷è O/pj = 1/
∑
Cj êàæäûé èç m ïðèáîðîâ âûïîëíÿåò km îïåðàöèé â èíòåðâàëå (0, km] è,

äîïîëíèòåëüíî, êàæäûé èç r ïðèáîðîâ âûïîëíÿåò m îïåðàöèé â èíòåðâàëå (km, (k + 1)m].

Äëÿ òàêîãî ðàñïèñàíèÿ îöåíèì ñíèçó çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè:

∑
Cj ≥ (k + 1)mr +m2k(k + 1)/2.

Ïîñòðîèì (îïòèìàëüíîå) ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî ïðèâåäåííàÿ îöåíêà äîñòèæèìà.

Äîïîëíèì ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé m− r ôèêòèâíûìè òðåáîâàíèÿìè n+ 1, . . . , (k+ 1)m. Ðàç-

îáúåì íîâîå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé íà k+1 íàáîðîâ ïî m òðåáîâàíèé, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî. Íàáîð

Nj âêëþ÷àåò òðåáîâàíèÿ (j − 1)m + 1, . . . , jm. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà Ni ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâó-

þùèé ëàòèíñêèé êâàäðàò Λi, ðàñïîëàãàÿ ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîñòðîèì
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ìàòðèöó Λ ïóòåì �ñêëåèâàíèÿ� ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ Λi â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ. Ïî-

ëó÷åííàÿ ìàòðèöà Λ ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó ðàñïèñàíèþ S∗1 äëÿ çàäà÷è O/pj = 1/
∑
Cj.

Ïðè ýòîì ýëåìåíò ìàòðèöû Λ, ðàñïîëîæåííûé â ñòîëáöå t è ñòðîêå l îïðåäåëÿåò òðåáîâàíèå,

îáñëóæèâàåìîå ïðèáîðîì l â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå t.

Íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ S∗1 ïîçâîëÿåò ðåøàòü çà-

äà÷ó O/pj = 1/
∑
wjCj. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðåä ïðèìåíåíèåì

àëãîðèòìà òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû w1 ≥ · · · ≥ wn.

Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå S∗2 îïòèìàëüíîå îäíîâðåìåííî äëÿ çàäà÷ O3/pj =

1/
∑
Cj è O3/pj = 1/Cmax.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîðû Ni, i = 1, . . . , k + 1, ïîñòðîåíû. Èç íàáîðà Nk ïåðåìåñòèì m− r
íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ â íàáîð Nk+1 è èç íàáîðà Nk+1 ïåðåìåñòèì m− r ôèêòèâíûõ ýëåìåíòîâ
â íàáîð Nk. Îñòàâèì äëÿ íàáîðîâ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà Ni ïîñòðîèì

ñîîòâåòñòâóþùèé ëàòèíñêèé êâàäðàò Λi, ðàñïîëàãàÿ ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ïî âîçðàñòàíèþ.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó Λ ïóòåì �ñêëåèâàíèÿ� ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ Λi â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ

íîìåðîâ. Äàëåå â ìàòðèöå Λ êàæäîå ôèêòèâíîå òðåáîâàíèå j ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñ òðåáîâàíèåì,

ðàñïîëîæåííûì â òîé æå ñòðîêå è â ñòîëáöå j.Ïðè ýòîì âñå ôèêòèâíûå òðåáîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ

â ïîñëåäíèõ ñòîëáöàõ.

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà Λ′ ñîîòâåòñòâóåò ðàñïèñàíèþ S∗2 îïòèìàëüíîìó äëÿ çàäà÷ O/pj =

1/
∑
Cj è O/pj = 1/Cmax.

Çàäàíèå. Êàæäûé èç 8 ñòóäåíòîâ äîëæåí ïðîéòè ìåäèöèíñêèé îñìîòð â ïîëèêëèíèêå ó

òðåõ âðà÷åé À, Â è Ñ â ëþáîì ïîðÿäêå. Âñå ñòóäåíòû ïðèøëè â ïîëèêëèíèêó îäíîâðåìåííî

(â ìîìåíò âðåìåíè íîëü) è êàæäûé ñòóäåíò ïîêèäàåò ïîëèêëèíèêó ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ

îñìîòðà. Äëèòåëüíîñòü îñìîòðà ëþáîãî ñòóäåíòà ëþáûì âðà÷îì ðàâíà 15 ìèíóòàì. Òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñòóäåíòîâ â ïîëèêëèíèêå

è ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îñìîòðà ïîñëåäíåãî ñòóäåíòà.

Îòâåò:

1 2 3 4 5 8 6 7
3 1 2 7 4 5 8 6
2 3 1 5 6 4 7 8

1
8

∑
Cj = 3·3+2·6+3·8

8
· 15 ìèíóò (îêîëî 84), Cmax = 8 · 15 = 120 ìèíóò.

3.3. Îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà job-shop

Â ñèñòåìå job-shop äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáîðîâ

(l1(j), . . . , lrj(j)), êîòîðûå åãî îáñëóæèâàþò. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáîðû ìîãóò ïîâòî-

ðÿòüñÿ. Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðèáîðîì li(j) íàçûâàåòñÿ i-é ñòàäèåé îáñëóæèâà-

íèÿ òðåáîâàíèÿ j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pij, i = 1, . . . , rj, äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ j íà ñòàäèè

i.

Çàäà÷à J/pmtn/f â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ äâà òðåáîâàíèÿ è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f =
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f(C1, C2) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, ò.å. íåóáûâàþùåé îò C1 è C2. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå

ðàñïèñàíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ãðàôè÷åñêè.
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Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ J//f è J/pmtn/f ïðè n = 2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Îòëîæèì íà îñè (0, x) òî÷êóX =∑r1
i=1 pi1 è íà îñè (0, y) òî÷êó Y =

∑r2
i=1 pi2. Îáîçíà÷èì ïðÿìîóãîëüíèê, îïðåäåëÿåìûé òî÷êàìè

(0, 0) è (X, Y ) ÷åðåçW. Â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå îïðåäåëèì äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ëþáûå

äâå òî÷êè (x, y) è (x′, y′) êàê ρ((x, y), (x′, y′)) = max{|x′ − x|, |y′ − y|}, à äëèíó ëîìàíîé ëèíèè �

êàê ñóììó äëèí ñîñòàâëÿþùèõ åå îòðåçêîâ.

Ðàñïèñàíèå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå íåïðåðûâíîé ëîìàíîé ëèíèè (òðàåêòîðèè), ñîåäèíÿ-

þùåé òî÷êè (0, 0) è (X, Y ). Äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) òðàåêòîðèè, âåëè÷èíà x (y) ðàâíà ñóììàð-

íîìó âðåìåíè ðàáîòû ïðèáîðîâ ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ 1 (2), íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè

íîëü. Ñîñòàâëÿþùèìè òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü îòðåçêè òðåõ òèïîâ: ãîðèçîíòàëüíûå (îáñëóæè-

âàåòñÿ òîëüêî òðåáîâàíèå 1), âåðòèêàëüíûå (îáñëóæèâàåòñÿ òîëüêî òðåáîâàíèå 2) è íàêëîííûå

ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ (îáñëóæèâàþòñÿ îáà òðåáîâàíèÿ).

Ïóñòü xi (yi) îáîçíà÷àåò ñóììó äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ 1 (2) äî ñòàäèè i

âêëþ÷èòåëüíî. Â ïðÿìîóãîëüíèêå W ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìûå çàïðåùåííûå ïðÿ-

ìîóãîëüíèêè c âåðøèíàìè (xu−1, yv−1) (þãî-çàïàäíûé óãîë), (xu, yv−1) (þãî-âîñòî÷íûé óãîë),

(xu−1, yv) (ñåâåðî-çàïàäíûé óãîë) è (xu, yv) (ñåâåðî-âîñòî÷íûé óãîë) òàêèìè, ÷òî îäèí è òîò

ïðèáîð èñïîëüçóåòñÿ òðåáîâàíèåì 1 íà ñòàäèè u (â èíòåðâàëå (xu−1, xu]) è òðåáîâàíèåì 2 íà ñòà-

äèè v (â èíòåðâàëå (yv−1, yv]). Âíóòðåííèå òî÷êè çàïðåùåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâóþò

îäíîâðåìåííîìó îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé 1 è 2 îäíèì è òåì æå ïðèáîðîì.

Ïîñêîëüêó ëþáîé ïðèáîð â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå îäíîãî

òðåáîâàíèÿ, òî íàêëîííûå îòðåçêè äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè çà-

ïðåùåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Â ñëó÷àå çàïðåùåíèÿ ïðåðûâàíèé, ëþáûå îòðåçêè äîïóñòèìîé

òðàåêòîðèè íå äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè çàïðåùåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è J/pmtn/f(C1, C2):

Ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (Q,R) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ñ÷èòàåì, ÷òî

ìíîæåñòâî Q âêëþ÷àåò ëèøü òî÷êó (0, 0). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû (x, y) ∈ Q âûïîëíÿåì ñëåäó-

þùèå äåéñòâèÿ. Èç (x, y) ïðîâîäèì äóãó ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé

çàïðåùåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èëè ñ ãðàíèöåé ïðÿìîóãîëüíèêà W. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âêëþ÷à-

åì â Q, à ïîëó÷åííóþ äóãó â R. Åñëè óêàçàííóþ äóãó ïðîâåñòè íåâîçìîæíî, òî èç òî÷êè (x, y)

ïðîâîäèì äâå äóãè � âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ èëè, åñëè òî÷êà íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëü-

íèêà W , � îäíó äóãó, äî òåõ òî÷åê, îòêóäà âîçìîæíî ïðîâåñòè äóãó ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ, ëèáî

äî òî÷êè (X, Y ). Ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè è èõ êîíå÷íûå òî÷êè âêëþ÷àåì â G.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïóòè èç âåðøèíû (0, 0) â âåðøèíó (X, Y ), ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíî-

ìó ðàñïèñàíèþ äëÿ çàäà÷è J/pmtn/f(C1, C2), ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

1) Ïîñòðîåíèþ ãðàôà G è âûäåëåíèþ âñåõ âåðøèí âèäà (X, y) è (x, Y ).

2) Íàõîæäåíèþ ïóòåé íàèìåíüøåé äëèíû èç âåðøèíû (0, 0) â êàæäóþ èç âûäåëåííûõ âåð-

øèí. Ïóñòü C(x, y) � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè σ(x, y) èç âåðøèíû (0, 0) â âûäåëåííóþ âåðøèíó

(x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x, y) ðàñïèñàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïóòè, ÿâëÿþùåìóñÿ îáúåäèíåíèåì

êðàò÷àéøåãî ïóòè σ(x, y) è äóãè, ñîåäèíÿþùåé (x, y) ñ (X, Y ).

3) Âû÷èñëåíèþ äëÿ êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ S(x, y), ãäå (x, y) � âûäåëåííàÿ âåðøèíà, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çíà÷åíèé C1 è C2 ïî ôîðìóëàì:

C1 = C(x, y), C2 = C(x, y) + Y − y, åñëè x = X, y 6= Y,

C2 = C(x, y), C1 = C(x, y) +X − x, åñëè y = Y, x 6= X,

C1 = C2 = C(x, y), åñëè x = X, y = Y.

4) Âû÷èñëåíèþ äëÿ âñåõ ðàñïèñàíèé S(x, y), ãäå (x, y) � âûäåëåííàÿ âåðøèíà, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ çíà÷åíèé f(C1, C2) è âûáîðó ñðåäè íèõ íàèìåíüøåãî, êîòîðîå è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå

ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è J/pmtn/f(C1, C2).

Çàäàíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó J/pmtn/30C1 +C2
2 â ñëó÷àå, êîãäà (A,B,C,D,A) ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ïðèáîðîâ äëÿ òðåáîâàíèÿ 1 è (A,B,A,C,A,C) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèáî-

ðîâ äëÿ òðåáîâàíèÿ 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ ðàâíû (2, 2, 8, 3, 6) è

(1, 3, 2, 4, 4, 2) ñîîòâåòñòâåííî.

Îòâåò: îïòèìàëüíûé ïóòü

σ∗ = ((0, 0), (2, 0), (3, 1), (4, 1), (9, 6), (9, 10), (15, 16), (21, 16)),

C∗1 = 19 + (21− 15) = 25, C∗2 = 19, f(C∗1 , C
∗
2) = 30 · 25 + 192 = 1111.

Çàäà÷à J//f(C1, C2) â ñëó÷àå, êîãäà ïðåðûâàíèÿ çàïðåùåíû. Êàê è â ïðåäûäóùåì

ñëó÷àå, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïóòè ìèíèìàëüíîé äëèíû â ãðàôå, ïîñòðîåííîì â ïðÿìî-

óãîëüíèêå W. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò ïðîõîäèòü ëèøü âíå çàïðå-

ùåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè ïî èõ ãðàíèöàì òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëü-

íèêà öåëèêîì ïðèíàäëåæèò òðàåêòîðèè.

Äëÿ çàäà÷è J//f(C1, C2) ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô G′ = (Q′, R′) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âíà÷àëå ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Q′ âêëþ÷àåò ëèøü òî÷êó (0, 0) è, åñëè (0, 0) ÿâëÿåòñÿ (þãî-
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çàïàäíîé) âåðøèíîé çàïðåùåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-âîñòî÷íûé óãëû

ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû (x, y) ∈ Q′ âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Åñëè

ýòà âåðøèíà ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà W , òî âêëþ÷àåì â Q′ òî÷êó (X, Y ). Èíà÷å

èç (x, y) ïðîâîäèì äóãó ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé çàïðåùåííîãî

ïðÿìîóãîëüíèêà èëè ñ ãðàíèöåé ïðÿìîóãîëüíèêà W. Âêëþ÷àåì â Q′ ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-

âîñòî÷íûé óãëû ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èëè òî÷êó (X, Y ) (âî âòîðîì ñëó÷àå). Äóãè, ñîåäèíÿþùèå

òî÷êó (x, y) è òî÷êè, òîëüêî ÷òî âêëþ÷åííûå â Q′, âêëþ÷àåì â R′.

Â ïîëó÷åííîì ãðàôå çàìåíÿåì íàêëîííûå äóãè ñ óãëîì íàêëîíà, îòëè÷íûì îò 45 ãðàäóñîâ,

äâóìÿ äóãàìè, îäíà èç êîòîðûõ èìååò óãîë íàêëîíà 45 ãðàäóñîâ, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîí-

òàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé. Ýòè íîâûå äâå äóãè ñîåäèíÿþò òå æå òî÷êè, ÷òî è èñõîäíàÿ äóãà.

Äàëåå ðåøåíèå çàäà÷è J//f(C1, C2) ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ äåéñòâèé 1), 2), 3) è 4), ïðèâå-

äåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è J/pmtn/f(C1, C2).
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Ãëàâà 4

Ãðóïïîâûå òåõíîëîãèè îáñëóæèâàíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ

òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè.

Â ðàçä. 4.1 ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå îáùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòè-

ÿìè, äàåòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ òèïîâ îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì è îòìå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå

ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è. Â ðàçä. 4.2 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå

îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàçä. 4.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä õàðàêòåðíûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ.

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ìíîãèå ñîâðåìåííûå ïðîèçâîäñòâåííûå ñèñòåìû îáñëóæèâàþò ñõîæèå ëèáî èäåíòè÷íûå òðå-

áîâàíèÿ ïàðòèÿìè. Òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì íåïîñðåäñòâåí-

íî äðóã çà äðóãîì ëèáî îäíîâðåìåííî. Òàêàÿ òåõíîëîãèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëü-

íîìó ñíèæåíèþ çàòðàò íà ïåðåíàëàäêè.

4.1.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n òðåáîâàíèé, êîòîðîå ðàçáèòî íà g ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ãðóïï, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ýòè òðåáîâàíèÿ äîëæíû

áûòü îáúåäèíåíû â ïàðòèè è îáñëóæåíû m ïðèáîðàìè. Îáðàçîâàíèå ïàðòèé � ýòî ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ìî-

æåò âêëþ÷àòü ëèøü òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû. Ïàðòèÿ � ýòî ïîäìíîæåñòâî â òàêîì

ðàçáèåíèè. Òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì íåïîñðåäñòâåííî äðóã

çà äðóãîì ëèáî îäíîâðåìåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà ïàð-

òèè îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ïðèáîðîâ. Êðîìå òîãî, îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì ïðîèñõîäèò

áåç ïðåðûâàíèé. Òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ

ñèòóàöèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè, è èçâåñòíî ëèøü íåçíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðåçóëü-

òàòîâ äëÿ çàäà÷, ãäå äîïóñêàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïàðòèé íà ðàçíûõ ïðèáîðàõ ëèáî

äîïóñêàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íà÷àëîì îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé ïàðòèè íåîáõîäèìà ïåðåíàëàäêà ïðè-

áîðà. Âîçìîæíû äâà òèïà ïåðåíàëàäîê. Åñëè ïåðåíàëàäêà ìîæåò íà÷àòüñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê

õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðòèè ïîñòóïèëî íà ïðèáîð, òî ïåðåíàëàäêà ÿâëÿ-
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åòñÿ íåóïðåæäàþùåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ óïðåæäàþùåé. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå

îãîâîðåíî îñîáî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåíàëàäêè ÿâëÿþòñÿ óïðåæäàþùèìè.

Êàæäûé ïðèáîð ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå îäíîé ïàðòèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè è íå

ìîæåò îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïåðåíàëàäêè. Êàæäîå òðåáîâàíèå ìîæåò

îáñëóæèâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ïðèáîðîì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè íå îãîâîðåíî

îáðàòíîå.

Ïîä ìîìåíòîì çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì ïîíèìàåòñÿ ìîìåíò âðå-

ìåíè, êîãäà òðåáîâàíèå ïîêèäàåò äàííûé ïðèáîð. Ýòîò ìîìåíò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò

ìîìåíòà, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó ïî îáñëóæèâàíèþ äàííîãî òðåáîâàíèÿ, òàê êàê òðå-

áîâàíèå ìîæåò çàäåðæàòüñÿ íà ïðèáîðå â ñèëó ðÿäà îáñòîÿòåëüñòâ. Íàïðèìåð, åñëè òðåáîâàíèÿ

� ýòî äåòàëè, ðàçìåùåííûå íà ïàëåòå è îáðàáàòûâàåìûå íåêîòîðûì ñòàíêîì, òî äåòàëè óäàëÿ-

þòñÿ ñî ñòàíêà âìåñòå ñ ïàëåòîé. Ïîýòîìó ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè äàííîé äåòàëè äî åå

óäàëåíèÿ èç ñèñòåìû ìîæåò ïðîéòè íåêîòîðîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè

âñåõ îñòàëüíûõ äåòàëåé, ðàçìåùåííûõ íà òîé æå ïàëåòå.

Íà ìíîæåñòâå ãðóïï, òàêæå êàê è íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îòíîøå-

íèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ïîðÿäêà). Ïîä ìîìåíòîì çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ãðóïïû ïîíèìàåòñÿ

ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ åå òðåáîâàíèé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà J ñîñòîèò èç qJ òðåáîâàíèé, J = 1, . . . , g. Äëèòåëüíîñòü ïåðåíà-

ëàäêè äëÿ ïàðòèè ãðóïïû J ðàâíà s
(l)
IJ , åñëè ýòà ïàðòèÿ îáñëóæèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå

ïàðòèè ãðóïïû I íà ïðèáîðå l. Åñëè ïàðòèÿ ãðóïïû J ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïàðòèåé, îáñëóæèâàåìîé

ïðèáîðîì l, òî äëèòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåíàëàäêè (íàëàäêè) ðàâíà s
(l)
0J . Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäîê óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ êàæäîãî

ïðèáîðà, ò.å. s
(l)
IJ ≤ s

(l)
IK + s

(l)
KJ , l = 1, . . . ,m, äëÿ âñåõ ãðóïï I,K è J , âêëþ÷àÿ ñëó÷àé I = 0.

Ïåðåíàëàäêè íàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ïðèáîðà, åñëè s
(l)
IJ = sIJ äëÿ l = 1, . . . ,m, è

çàâèñÿùèìè îò ïðèáîðà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåíàëàäêè íàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè s
(l)
IJ = s

(l)
J äëÿ I, J = 0, 1, . . . , g, l = 1, . . . ,m, è çàâèñÿùèìè îò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîä ðàñïèñàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïàðà �ðàçáèåíèå � ôóíêöèÿ�. Çäåñü ðàçáèåíèå � ýòî ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà ïàðòèè, à ôóíêöèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ïðèáîðó

l è ìîìåíòó âðåìåíè t ñîïîñòàâëÿåò òðåáîâàíèÿ ïàðòèè, îáñëóæèâàåìîé ïðèáîðîì l â ìîìåíò

âðåìåíè t, ëèáî óêàçûâàåò, ÷òî ïðèáîð l â ìîìåíò t ïðîñòàèâàåò èëè âûïîëíÿåòñÿ åãî ïåðåíàëàä-

êà. Äëÿ ðÿäà çàäà÷ ðàñïèñàíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà

ïàðòèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ýòèõ ïàðòèé íà ïðèáîðàõ è ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

êàæäîé ïàðòèè.

Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèÿìè çàäàííûõ äè-

ðåêòèâíûõ ñðîêîâ, ëèáî ìèíèìèçàöèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè, çàâèñÿùåé îò ìîìåíòîâ

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

4.1.2. Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè

ìîãóò áûòü óñëîâíî ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî êëàññîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþùèõñÿ, â çàâè-
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ñèìîñòè îò òîãî, ïîêèäàþò ëè òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè ïðèáîð îäíîâðåìåííî èëè

íåò, êàê ïðîèñõîäèò îáñëóæèâàíèå ïàðòèè è èìååòñÿ ëè îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð

ïàðòèè. Èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû çàäà÷.

Èíäèâèäóàëüíîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ. Â çàäà÷àõ ýòîãî êëàññà ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî òðåáîâàíèå ïîêèäàåò ïðèáîð â ìîìåíò, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó ïî åãî îáñëóæèâà-

íèþ.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ïîäêëàññ òàêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âñå òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû âñåãäà îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ (ñì. íèæå êëàññ çàäà÷

�ôèêñèðîâàííûå ïàðòèè�). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé

êàæäîé ãðóïïû åäèíîé ïàðòèåé íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàçáèåíèå ãðóïï ÷àñòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ. Íàïðè-

ìåð, ðàññìîòðèì ëèíèþ äëÿ ðàçëèâà áåçàëêîãîëüíûõ íàïèòêîâ, ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ çàÿâêàìè

çàêàç÷èêîâ çàïîëíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû áóòûëîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàïîëíåííûå áóòûëêè

ñðàçó æå ïîêèäàþò ëèíèþ ðàçëèâà. Äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ëèíèè ñ îäíîãî òèïà áóòûëîê íà äðóãîé

òðåáóåòñÿ ïåðåíàëàäêà (â ñèëó ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, îáúåìà, ðàñïîëîæåíèÿ ýòèêåòêè è ò.ä.).

Áóòûëêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåáîâàíèÿ, à çàÿâêè, âêëþ÷àþùèå áóòûëêè îäíîãî òèïà,

êàê ãðóïïû òðåáîâàíèé. Â íàïðÿæåííûé ëåòíèé ïåðèîä ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå

çàÿâêè íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû â çàïëàíèðîâàííûå ñðîêè. Îäíàêî åñëè ïðîäóêöèÿ íå ïî-

ñòóïèò íà ðûíîê âîâðåìÿ, ýòî ïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó ñíèæåíèþ êîëè÷åñòâà ïðîäàæ. Åñëè

çàïîëíåíèå áóòûëîê ïî çàÿâêå íåêîòîðîãî çàêàç÷èêà ïðîèçâîäèòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò

âûïîëíåíà âñÿ çàÿâêà, òî äðóãèå çàêàç÷èêè ìîãóò èñ÷åðïàòü çàïàñû â îæèäàíèè ïîñòàâêè. Êà-

÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ çàêàç÷èêîâ çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòñÿ, åñëè ÷àñòü çàÿâîê áóäåò ïðîèçâåäåíà

â áëèæàéøåì áóäóùåì ñ öåëüþ ïîêðûòèÿ íåìåäëåííûõ çàïðîñîâ, è îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü áóäåò

óäîâëåòâîðåíà â áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå ãðóïï íà ïàðòèè ïðèâîäèò ê

ëó÷øåìó ðàñïèñàíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ.

Åùå îäíèì ïðèìåðîì ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé âîçíèêàåò çàäà÷à ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà, ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèÿ íàáîðà çàäàíèé äëÿ ÝÂÌ, íàïèñàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ÿçûêàõ ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäàíèÿ, íàïèñàííûå íà îäíîì è òîì æå ÿçûêå, îáðàçóþò ãðóïïó.

Äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè ñâÿçàíà ñ çàãðóçêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî òðàíñëÿòîðà. Â ñëó÷àå îä-

íîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â

êîòîðîé íåîáõîäèìî çàãðóæàòü òðàíñëÿòîðû è âûïîëíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàíèÿ.

Ôèêñèðîâàííûå ïàðòèè. Ýòî ïîäêëàññ êëàññà çàäà÷ ñ èíäèâèäóàëüíûì çàâåðøåíèåì îá-

ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì, ÷òî òðåáî-

âàíèÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû âñåãäà îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíèþ äëÿ ïðîèçâîäñòâà öâåòíîãî ïëàñòèêà, ãäå äîëæåí

áûòü âûïîëíåí ðÿä çàÿâîê, âêëþ÷àþùèõ ïëàñòèêè ðàçëè÷íûõ öâåòîâûõ îòòåíêîâ. Ýòè çàÿâêè

ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà îñíîâíûå öâåòîâûå ãðóïïû òàêèå, êàê êðàñíûå, ñèíèå è ò.ä. Äëèòåëüíî-

ñòè ïåðåíàëàäîê ìåæäó öâåòàìè îäíîé è òîé æå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèìè, ïîñêîëüêó äëÿ

ïðîèçâîäñòâà åñòåñòâåííî ïåðåõîäèòü îò áîëåå ñâåòëûõ ê áîëåå òåìíûì îòòåíêàì. Îäíàêî áîëåå
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çíà÷èòåëüíûå ïåðåíàëàäêè íåîáõîäèìû ïðè ïåðåêëþ÷åíèè íà íîâóþ öâåòîâóþ ãðóïïó, òàê êàê

ìåæäó öâåòàìè ðàçëè÷íûõ ãðóïï íåîáõîäèìà òùàòåëüíàÿ î÷èñòêà ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè.

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ëèíèè äîñòèãàåòñÿ ïðè íåïðåðûâíîì ïðîèçâîä-

ñòâå ïëàñòèêà, îòíîñÿùåãîñÿ ê îäíîé è òîé æå öâåòîâîé ãðóïïå, ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê

ãðóïïå äðóãîãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå ãðóïï íà áîëåå ìåëêèå ïàðòèè íå ïðîèñõîäèò,

ò.å. êàæäàÿ ãðóïïà îáðàçóåò îäíó ïàðòèþ.

Îäíîâðåìåííîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ. Â çàäà÷àõ äàííîãî êëàññà ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âñå òðåáîâàíèÿ ïàðòèè ïîêèäàþò ïðèáîð îäíîâðåìåííî â ìîìåíò, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò

ðàáîòó ïî îáñëóæèâàíèþ âñåõ òðåáîâàíèé ïàðòèè. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæè-

âàíèÿ òðåáîâàíèÿ íåêîòîðîé ïàðòèè ïðèáîðîì ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò

ðàáîòó ïî îáñëóæèâàíèþ �ïîñëåäíåãî� òðåáîâàíèÿ ýòîé ïàðòèè.

Çàäà÷è äàííîãî êëàññà âîçíèêàþò ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàáîòû ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì, â

êîòîðûõ èçäåëèÿ ïåðåìåùàþòñÿ ìåæäó îáðàáàòûâàþùèìè óñòðîéñòâàìè â êîíòåéíåðàõ òàêèõ,

êàê ÿùèêè, ïàëåòû èëè òåëåæêè. Ìíîæåñòâî èçäåëèé, íàçíà÷åííûõ â îäèí è òîò æå êîíòåéíåð,

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðòèÿ. Óñòðîéñòâî íå íà÷èíàåò îáñëóæèâàíèå íîâîé ïàðòèè äî òåõ ïîð,

ïîêà íå çàâåðøåíî îáñëóæèâàíèå ïðåäûäóùåé ïàðòèè. Âñå èçäåëèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè

ïîêèäàþò óñòðîéñòâî îäíîâðåìåííî â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè ïîñëåäíåãî èçäåëèÿ ýòîé

ïàðòèè. Ïåðåíàëàäêà íåîáõîäèìà äëÿ óäàëåíèÿ ïðåäøåñòâóþùåé ïàðòèè è óñòàíîâêè íîâîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îáñëóæèâàíèå. Â çàäà÷àõ ýòîãî êëàññà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáî-

âàíèÿ êàæäîé ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, è äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè

ðàâíà ñóììå äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèõ â íåå òðåáîâàíèé.

Ïàðàëëåëüíîå îáñëóæèâàíèå. Òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïðè-

áîðîì îäíîâðåìåííî (ïàðàëëåëüíî), è äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ìàêñèìóìó èç

äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèõ â íåå òðåáîâàíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ ñèñòåì, â êîòîðûõ

ïðèáîð íå ìîæåò îáñëóæèâàòü áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïå÷è è

õèìè÷åñêèå âàííû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ïðèáîðîâ, êîòîðûå ñïîñîáíû îáñëóæèâàòü íåñêîëüêî

òðåáîâàíèé îäíîâðåìåííî. Åñëè òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ òàêèìè ïðèáîðàìè ïàðòèÿìè, êàê

ýòî, íàïðèìåð, ïðîèñõîäèò ïðè ôîòîëèòîãðàôè÷åñêîé îáðàáîòêå èíòåãðàëüíûõ ñõåì ëèáî ïðè

èõ òåìïåðàòóðíûõ èñïûòàíèÿõ, òî äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé èç

äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ýòîé ïàðòèè.

Íåîãðàíè÷åííûé ðàçìåð ïàðòèé. Êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü ïðîèçâîëüíîå êîëè-

÷åñòâî òðåáîâàíèé.

Îãðàíè÷åííûé ðàçìåð ïàðòèé. Êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü íå áîëåå ÷åì b, b < n,

òðåáîâàíèé.

Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åííûìè ðàçìåðàìè ïàðòèé âîçíèêàþò, êîãäà âåðõíèé ïðåäåë ðàçìåðà ïàð-

òèè íå ìîæåò áûòü ïðåâûøåí ïî òåõíîëîãè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì, íàïðèìåð, â ñèëó îãðàíè-

÷åííîé åìêîñòè êîíòåéíåðîâ. Ðàçìåðû ïàðòèé íå îãðàíè÷åíû, åñëè åìêîñòü êîíòåéíåðîâ íå

ÿâëÿåòñÿ óçêèì ìåñòîì.
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Äëÿ ñèñòåì �ow- è open-shop ïàðòèÿ ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèìè ïðè-

áîðàìè, åñëè â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å êàæäîå òðåáîâàíèå ïîêèäàåò ïðèáîð â ìîìåíò, êîãäà

ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó ïî åãî îáñëóæèâàíèþ. Ïàðòèÿ íå ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ îäíîâðåìåííî

íåñêîëüêèìè ïðèáîðàìè, åñëè âñå åå òðåáîâàíèÿ ïîêèäàþò ïðèáîð îäíîâðåìåííî.

Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé êàæäîé ïàðòèè ìîæåò áûòü

ðàçëè÷íûì íà ðàçëè÷íûõ ïðèáîðàõ.

4.2. Îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

ïàðòèÿìè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àäàïòàöèåé òðàäèöèîííîå äëÿ òåîðèè ðàñïè-

ñàíèé îáîçíà÷åíèå α/β/γ, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïîëåé.

Ïåðâîå ïîëå α = α1α2 îïèñûâàåò îáñëóæèâàþùóþ ñèñòåìó. Êàê è ðàíåå ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî α1 ∈ {·, P,Q,R,O, F}, ãäå · îáîçíà÷àåò ïóñòîé ñèìâîë. Ñèìâîë α2 ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ

êîëè÷åñòâà ïðèáîðîâ.

Õàðàêòåðèñòèêè ïàðòèé è òðåáîâàíèé îïèñûâàþòñÿ âî âòîðîì ïîëå. Â ýòîì ïîëå ìîãóò ïðè-

ñóòñòâîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

GT : òðåáîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû âñåãäà îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ è îáñëóæèâàþòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíî (ôèêñèðîâàííûå ïàðòèè);

sum−job : òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ

òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì (ìîìåíò, êîãäà òðåáîâàíèå ïîêèäàåò ïðèáîð) ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì, êîãäà

ïðèáîð ïðåêðàùàåò ðàáîòó ïî åãî îáñëóæèâàíèþ (èíäèâèäóàëüíîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ);

sum−batch : òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâà-

íèÿ òðåáîâàíèÿ ëþáîé ïàðòèè ïðèáîðîì ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó

ïî îáñëóæèâàíèþ âñåõ òðåáîâàíèé ýòîé ïàðòèè (îäíîâðåìåííîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ);

max−batch : îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ êàæäîé ïàðòèè îáñëóæèâàþò-

ñÿ ïàðàëëåëüíî, è äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé èç äëèòåëüíîñòåé

îáñëóæèâàíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ åå òðåáîâàíèé (ïàðàëëåëüíîå îáñëóæèâàíèå);

b=n : âåðõíèé ïðåäåë äëÿ ðàçìåðà ïàðòèé îòñóòñòâóåò, êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü äî

n òðåáîâàíèé (íåîãðàíè÷åííûé ðàçìåð ïàðòèé);

b < n : êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü íå áîëåå ÷åì b, b < n, òðåáîâàíèé (îãðàíè÷åííûé

ðàçìåð ïàðòèé);

b=a : êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü íå áîëåå ÷åì a òðåáîâàíèé, ãäå a � çàäàííàÿ ôèêñè-

ðîâàííàÿ âåëè÷èíà (íàïðèìåð, b=2);

g=c : êîëè÷åñòâî ãðóïï ôèêñèðîâàíî è ðàâíî c (èíà÷å êîëè÷åñòâî ãðóïï ïðîèçâîëüíî) ;

s
(l)
IJ , sIJ , s

(l)
J , sJ , sJ = s : ïåðåíàëàäêè çàâèñÿò îò ïðèáîðà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï, íå

çàâèñÿò îò ïðèáîðà, çàâèñÿò îò ïðèáîðà è íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå çàâèñÿò îò

ïðèáîðà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îäèíàêîâûå ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, òî âñå ïåðåíàëàäêè ÿâëÿþòñÿ óïðåæäàþùèìè.

qJ = q : êàæäàÿ ãðóïïà âêëþ÷àåò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé q (èíà÷å êîëè÷åñòâà
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òðåáîâàíèé ðàçëè÷íû);

pJ , dJ , wJ : ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû pj, dj è wj îäèíàêîâû è ðàâíû pJ , dJ è wJ äëÿ âñåõ

òðåáîâàíèé ãðóïïû J, J = 1, . . . , g.

Äëÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå äðóãèå ëåãêî èíòåðïðåòèðóåìûå

îáîçíà÷åíèÿ. Íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ äàþòñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ.

Òðåòüå ïîëå, γ, îïèñûâàåò êðèòåðèé çàäà÷è.

4.2.1. Íèæå îïèñûâàþòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, êàê èñïîëüçóþòñÿ ïðèâå-

äåííûå îáîçíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 1/GT, sJ , prec/
∑
wjCj: èìååòñÿ îäèí ïðèáîð, íåñêîëüêî ãðóïï òðåáîâàíèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ äîëæíà îáðàçîâûâàòü îäíó ïàðòèþ; íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé è íà ìíîæåñòâå ãðóïï

îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, êàæäîå òðåáîâàíèå ïàðòèè èìååò èíäèâèäóàëüíûé

ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ, äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäîê íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, êðèòåðèé ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû ìîìåíòîâ

çàâåðøåíèÿ.

Çàäà÷à Qm/sum−job, sJ = cp, pj = p, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj: èìååòñÿ m ïàðàëëåëüíûõ ïðè-

áîðîâ ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ãäå m ôèêñèðîâàíî, íåñêîëüêî ãðóïï òðåáîâàíèé, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ïàðòèé, êàæäîå òðåáîâàíèå ïàðòèè èìååò èíäè-

âèäóàëüíûé ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ, êàæäàÿ ãðóïïà âêëþ÷àåò îäèíàêîâîå êîëè÷å-

ñòâî èäåíòè÷íûõ òðåáîâàíèé ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè pj = p è îäèíàêîâûìè äèðåêòèâíûìè

ñðîêàìè, äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäîê îäèíàêîâû è êðàòíû cp, êðèòåðèé ñîñòîèò â îòûñêàíèè

ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Çàäà÷à 1/sum−batch, g= 1, sJ = s/
∑
wjUj: èìååòñÿ îäèí ïðèáîð è îäíà ãðóïïà òðåáîâàíèé,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ïàðòèè, âñå òðåáîâàíèÿ ïàðòèè ïîêèäàþò ïðèáîð îäíîâðåìåííî

â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó ïî îáñëóæèâàíèþ �ïîñëåäíåãî� òðåáîâàíèÿ

ýòîé ïàðòèè, äëèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåíàëàäîê îäèíàêîâû, êðèòåðèé ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè âçâå-

øåííîãî ÷èñëà çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ðàçìåðû ïàð-

òèé íåîãðàíè÷åíû.

Çàäà÷à 1/max−batch, b<n, g = 1, sJ = 0/Lmax: èìååòñÿ îäèí ïðèáîð è îäíà ãðóïïà òðåáîâà-

íèé, òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè äîëæíû îáñëóæèâàòüñÿ ïàðàëëåëüíî òàê, ÷òî äëèòåëü-

íîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé èç äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

ýòîé ïàðòèè. Êàæäàÿ ïàðòèÿ ìîæåò âêëþ÷àòü íå áîëåå ÷åì b, b < n, òðåáîâàíèé. Äëèòåëüíîñòè

âñåõ ïåðåíàëàäîê ðàâíû íóëþ. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ìàêñèìàëüíîå âðåìåííîå ñìåùåíèå.

Çàäàíèå. Ðàñøèôðîâàòü îáîçíà÷åíèå 1/sum−batch, sJ , pJ , dJ , chain/Lmax.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå õàðàêòåðíûå çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè è ïîä-

õîäû ê èõ ðåøåíèþ.

4.3. Ôèêñèðîâàííûå ïàðòèè
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå òðåáîâàíèé íà ïàðòèè çàäàíî àïðèîðè è íå ìîæåò áûòü èç-

ìåíåíî. Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû âñåãäà îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ. Ïîñêîëüêó

â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòèÿ �ïàðòèÿ� è �ãðóïïà� ñîâïàäàþò, òåðìèí �ãðóïïà� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ îáîèõ ýòèõ ïîíÿòèé.

Çàäà÷à 1/GT, sJ , prec/fmax ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáîâàíèÿ

ìíîæåñòâà {1, . . . , n} îáñëóæèâàþòñÿ îäíèì ïðèáîðîì, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0. Äëÿ êàæäîãî

òðåáîâàíèÿ j çàäàíû äëèòåëüíîñòü åãî îáñëóæèâàíèÿ pj > 0 è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ fj(t) ñòî-

èìîñòè çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ j â ìîìåíò âðåìåíè t, fj(t) ≥ 0 ïðè t ≥ 0. Çàäàíî ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé íà g ãðóïï. Íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé ãðóïïû J çàäàíû ïîèçâîëüíûå îò-

íîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ
J→, J = 1, 2, . . . , g, à íà ìíîæåñòâå ãðóïï � ïðîèçâîëüíûå îòíîøåíèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ
0→. Ïåðåä íà÷àëîì îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû J äîëæíà áûòü âûïîëíåíà

ïåðåíàëàäêà (íàëàäêà) ïðèáîðà äëèòåëüíîñòè sJ . Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîé äîïóñòèìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

fmax(C1, . . . , Cn) = max{fj(Cj)|j = 1, . . . , n}.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Q è çàäàííîãî íà íåì îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ýëåìåíò

x0 ∈ Q íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîãî ìíîæåñòâà, åñëè íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà x ∈
Q, êîòîðîìó x0 ïðåäøåñòâóåò. Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q îáîçíà÷èì

÷åðåç Q−.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1/
J→ /fmax, â êîòîðîé èìååòñÿ òîëüêî îäíà ãðóïïà J = {1, . . . , n}, íà

ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé ýòîé ãðóïïû çàäàíî îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ
J→ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïåðåíàëàäêà ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n2), ïðåäëîæåííûé Å. Ëîóëåðîì

è îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.1 (àëãîðèòì A1), ñòðîèò îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåáîâàíèé

(i1, . . . , in). Ýòîò àëãîðèòì îáîáùàåòñÿ äëÿ çàäà÷è 1/GT, sJ , prec/fmax ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì A2 (äëÿ g ãðóïï)

Øàã 1. (Èíèöèàëèçàöèÿ). Ïîëàãàåì U = g, HU = {1, . . . , U}, RU =
∑n
j=1 pj +

∑U
I=1 sI .

Øàã 2. (Îòûñêàíèå ýëåìåíòà IU îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï). Ñòðîèì ìíîæåñòâî

ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ H−U îòíîñèòåëüíî
0→. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû J ∈ H−U ïðèìåíÿåì

àëãîðèòì A1, â êîòîðîì On = {J} è Pn = RU . Åñëè πJ = (i1, . . . , ik) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

íàéäåííàÿ ýòèì àëãîðèòìîì, òî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå

ΦJ(RU) = max{fil(Cil)|l = 1, . . . , k, Cik = RU}, (4.1)

ãäå Cil � ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ il â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πJ ïðè

óñëîâèè, ÷òî Cik = RU . Îòûñêèâàåì ãðóïïó IU òàêóþ, ÷òî ΦIU (RU) = min{ΦJ(RU)|J ∈
H−U }. Åñëè U = 1, òî àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó: îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãðóïï (πI1 , . . . , πIg) ïîñòðîåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì HU−1 = HU\{IU}, RU−1 =

RU − (sIU +
∑
j∈IU pj) è ïîâòîðÿåì øàã 2 ïðè U = U − 1.
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Àëãîðèòì A2 ðåøàåò çàäà÷ó 1/GT, sJ , prec/fmax è èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(gn2).

4.4. Èíäèâèäóàëüíîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ

Äëÿ äàííîé ìîäåëè äîïóñêàåòñÿ ðàçáèåíèå ëþáîé ãðóïïû òðåáîâàíèé íà íåñêîëüêî ïàðòèé.

Êàæäîå òðåáîâàíèå ïîêèäàåò ïðèáîð â ìîìåíò, êîãäà ïðèáîð ïðåêðàùàåò ðàáîòó ïî åãî îáñëó-

æèâàíèþ.

4.4.1. Îäèí ïðèáîð. Èäåíòè÷íûå òðåáîâàíèÿ â ãðóïïàõ. Äëÿ ðÿäà çàäà÷ äîêàçàíî,

÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå GT-ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû îáðàçóþò

îäíó ïàðòèþ.

Òåîpåìà 4.1 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1/sum−job, sJ , pJ , dJ/Lmax, ïðè êî-

òîðîì âñå òðåáîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ è ãðóïïû óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáû-

âàíèþ çíà÷åíèé dJ .

Òåîpåìà 4.2 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1/sum− job, sJ , pJ , wJ/
∑
wjCj, ïðè

êîòîðîì âñå òðåáîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû îáðàçóþò îäíó ïàðòèþ è ãðóïïû óïîðÿäî÷åíû ïî

íåóáûâàíèþ çíà÷åíèé (sJ + pJqJ)/(wJqJ).

Äàëåå èññëåäóåì çàäà÷ó R/sum−job, s(l)J , pJ , dJ/Cj ≤ dj, â êîòîðîé êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ñî-

áëþäåíèå äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ ðàñïèñàíèå. Åñëè äâå

èëè áîëåå ïàðòèè îäíîé è òîé æå ãðóïïû îáñëóæèâàþòñÿ íà îäíîì ïðèáîðå, òî áåç íàðóøåíèÿ

äîïóñòèìîñòè ðàñïèñàíèÿ ýòè ïàðòèè ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â îäíó ïàðòèþ, è îáñëóæèâàòüñÿ

ýòèì æå ïðèáîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàñïèñàíèé, ïðè êîòî-

ðûõ êàæäûé ïðèáîð îáñëóæèâàåò íå áîëåå îäíîé ïàðòèè êàæäîé ãðóïïû. Ýòè ïàðòèè ìîãóò

îáñëóæèâàòüñÿ êàæäûì ïðèáîðîì â ïîðÿäêå EDD íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ èõ ãðóïï.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ðàçáèåíèÿ êàæäîé ãðóïïû íà íå áîëåå ÷åì m

ïàðòèé è ðàñïðåäåëåíèþ ýòèõ ïàðòèé ïî ðàçëè÷íûì ïðèáîðàì.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è.

4.4.2. NP-òðóäíûå çàäà÷è. Íèæå óñòàíàâëèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðÿäà ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 4.1. Çàäà÷è P2/sum−job, sJ = 1, pj = 1, dj = d/Cj ≤ dj è P2/sum−job, sJ =

1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, à çàäà÷è P/sum− job, sJ = 1, pj =

1, dj = d/Cj ≤ dj è P/sum−job, sJ = 1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj � NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì

ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-òðóäíîñòè çàäà÷è P2/sum−job, sJ = 1, pj = 1, dj =

d/Cj ≤ dj â êà÷åñòâå ýòàëîííîé âîñïîëüçóåìñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Èìåÿ ïðèìåð

çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ïðèìåð ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáñëó-

æèâàþùàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ èäåíòè÷íûõ ïðèáîðîâ, êîòîðûå äîëæíû îáñëóæèòü r ãðóïï
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ñ ïàðàìåòðàìè pj = sj = 1, dj = d = A è qj = aj − 1 äëÿ ãðóïïû j, j = 1, . . . , r. Ïîêàæåì, ÷òî

ìíîæåñòâî X ⊂ N , äëÿ êîòîðîãî
∑
j∈X aj = A, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà èìååòñÿ ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì Cj ≤ d, j = 1, . . . , r, ãäå Cj � ìîìåíò

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåäíåãî òðåáîâàíèÿ ãðóïïû j.

Åñëè ñóùåñòâóåò óêàçàííîå ìíîæåñòâî X, äëÿ êîòîðîãî
∑
j∈X aj = A, òî îáúåäèíèì âñå òðå-

áîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû â îäíó ïàðòèþ, è áóäåì îáñëóæèâàòü ãðóïïû ìíîæåñòâà X ïåðâûì

ïðèáîðîì, à âñå îñòàëüíûå ãðóïïû � âòîðûì ïðèáîðîì. Ïðè ýòîì âðåìÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæè-

âàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ðàâíî â òî÷íîñòè A = d.

Åñëè ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì Cj ≤ d, j = 1, . . . , r, òî ïðè ýòîì ðàñïèñàíèè èìå-

åòñÿ â òî÷íîñòè r ïàðòèé, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóììà äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ è

ïåðåíàëàäîê áûëà áû íå ìåíüøå ÷åì 2A+1, è âðåìÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé

áûëî áû íå ìåíüøå ÷åì A + 1/2 > d. Ïîýòîìó êàæäàÿ ãðóïïà îáñëóæèâàåòñÿ åäèíîé ïàðòèåé,

è ìíîæåñòâî X ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ãðóïï, îáñëóæèâàåìîìó îäíèì èç ïðèáîðîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è P/sum−job, sJ = 1, pj = 1, dj =

d/Cj ≤ dj èñïîëüçóåòñÿ ñâåäåíèå NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Äëÿ

ïðèìåðà ýòîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ïðèìåð çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïàðòèÿìè, â êîòîðîì

îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç r ïàðàëëåëüíûõ èäåíòè÷íûõ ïðèáîðîâ. Êîëè÷åñòâî ãðóïï

ðàâíî 3r. Ãðóïïà j èìååò ïàðàìåòðû pj = sj = 1, dj = d = A, qj = aj − 1. Äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïðèáîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè çàäà÷è P2/sum−job, sJ = 1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj è NP-

òðóäíîñòè â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è P/sum−job, sJ = 1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj íå ïðåäñòàâëÿþò

çàòðóäíåíèé, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ êàæäàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå.

Çàäàíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷è P2/sum− job, sJ = 1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj, P2/sum−
job, sJ = 1, pj = 1, dj = d/Cj ≤ dj è P/sum−job, sJ = 1, qJ = 1, dj = d/Cj ≤ dj ïðèíàäëåæàò

êëàññó NP . Îáúÿñíèòü, â ÷åì ñîñòîèò ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó NP
çàäà÷è P/sum−job, sJ = 1, pj = 1, dj = d/Cj ≤ dj.

4.4.3. Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Qm/sum−job, sJ =

cp, pj = p, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj, ìîäèôèöèðóåì ïðàâèëî Ìàêíîòîíà èëè îáåðòêè (ñì. ðàçäåë

2.3).

Íàçîâåì ïàðòèþ íåïîëíîé, åñëè îíà âêëþ÷àåò ìåíüøå ÷åì q òðåáîâàíèé. Äëÿ êàæäîé ôèêñè-

ðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáîðîâ (π1, . . . , πm) ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ìàêíîòîíà ñôîðìè-

ðóåì ðàñïèñàíèå ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåëûõ ãðóïï îáñëóæèâàåòñÿ

â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, d] ïðèáîðîì π1. Çà íèìè, âîçìîæíî, ñëåäóåò íåïîëíàÿ ïàðòèÿ, âêëþ÷à-

þùàÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî òðåáîâàíèé, ñêàæåì y1, êîòîðîå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî â îñòàâøåìñÿ

âðåìåííîì èíòåðâàëå ïðèáîðîì π1. Íåïîëíàÿ ïàðòèÿ, âêëþ÷àþùàÿ z2 = q − y1 òðåáîâàíèé,

îáñëóæèâàåòñÿ ïåðâîé ïðèáîðîì π2. Äîïóñòèì, ÷òî åå îáñëóæèâàíèå çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè d2. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåëûõ ãðóïï îáñëóæèâàåòñÿ â èíòåðâàëå âðåìåíè

[d2, d] ïðèáîðîì π2. Çà íèìè ñëåäóåò íåïîëíàÿ ïàðòèÿ, âêëþ÷àþùàÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî òðåáîâà-

íèé, ñêàæåì y2, êîòîðîå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî â îñòàâøåìñÿ âðåìåííîì èíòåðâàëå ïðèáîðîì
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π2. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ïðèáîðîâ π3, . . . , πm äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåíî äîïóñòè-

ìîå ðàñïèñàíèå ëèáî íå âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáîðîâ (π1, . . . , πm). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïðèáîðîâ.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó Qm/sum−job, sJ = cp, pj = p, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj

è èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(mm!).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðèáîðû èäåíòè÷íû, òî âñå èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåðàçëè÷èìû, è çà-

äà÷à P/sum− job, sJ = cp, pj = p, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ

O(m) ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ìàêíîòîíà. Îäíàêî ôóíêöèÿ O(m) íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê ïîëèíîì îò äëèíû çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ ýòîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó äëèíà çàïèñè ðàâíà

O(logm+ log g + log p+ log c+ log q + log d).

Íèæå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(logm). Âíà÷àëå ïî-

êàæåì, ÷òî çàäà÷à P/sum− job, sJ = cp, pj = p, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

P/sum−job, sJ = s, pj = 1, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj ñ åäèíè÷íûìè äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâà-

íèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè pj = p,

sJ = cp è dj = d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîïóñòèìî äëÿ çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè pj = p,

sJ = cp è dj = rp, ãäå r = bd/pc. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ñ ïàðàìåò-

ðàìè pj = 1, sJ = c è dj = r.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è P/sum−job, sJ = s, pj = 1, qJ = q, dj = d/Cj ≤ dj

ôîðìèðóåò ñëåäóþùåå ðàñïèñàíèå. Â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, D], ãäå D = (s+ q)bd/(s+ q)c, êàæ-
äûé ïðèáîð îáñëóæèâàåò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî öåëûõ ãðóïï. Åñëè ïðè ýòîì îáñëóæåíû âñå

ãðóïïû, òî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå ïîñòðîåíî. Ïóñòü g′ îçíà÷àåò ÷èñëî íåîáñëóæåííûõ ãðóïï è

g′ > 0. Êàæäàÿ íåîáñëóæåííàÿ ãðóïïà ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðòèè, ñîäåðæàùèå d−D−s òðåáîâàíèé
è, âîçìîæíî, îäíó ïàðòèþ, ñîäåðæàùóþ V, V < d − D − s, òðåáîâàíèé. Ïàðòèè, ñîäåðæàùèå
d−D−s òðåáîâàíèé êàæäàÿ, îáñëóæèâàþòñÿ m ïðèáîðàìè. Åñëè âñå òàêèå ïàðòèè îáñëóæåíû,

è V = 0, òî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå ïîñòðîåíî. Åñëè êîëè÷åñòâî r òàêèõ ïàðòèé áîëüøå, ÷åì m,

èëè r = m è V > 0, òî äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

m′ = m − r, d′ = d − D, s′ = s, q′ = V è ïðèìåíÿåì ïðèâåäåííóþ âûøå ïðîöåäóðó ðåêóðñèâíî

äëÿ çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðàìè g′,m′, d′, s′, q′. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r > m/2, ïîñêîëüêó

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ïàðòèè, âêëþ÷àþùèå V òðåáîâàíèé êàæäàÿ, ìîãóò áûòü îáñëóæåíû â

èíòåðâàëå [D, d] îñòàâøèìèñÿ m′ ïðèáîðàìè, è äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå áóäåò ïîñòðîåíî. Òàêèì

îáðàçîì,m′ < m/2, è êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ ïðèìåíåíèé ïðîöåäóðû íå ïðåâîñõîäèò O(logm).

Íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèè ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çà

âðåìÿ, ðàâíîå êîíñòàíòå.

4.5. Îäíîâðåìåííîå çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáîâàíèÿ îäíîé è òîé æå ïàðòèè ïîêèäàþò ïðèáîð

îäíîâðåìåííî â ìîìåíò, êîãäà ïðèáîð çàâåðøàåò ðàáîòó ïî îáñëóæèâàíèþ âñåõ òðåáîâàíèé ýòîé

ïàðòèè. Â êàæäîé ïàðòèè òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíî, è òî-
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ãäà äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ñóììå äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèõ

â íåå òðåáîâàíèé, ëèáî ïàðàëëåëüíî, è òîãäà äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè ðàâíà ìàêñè-

ìàëüíîé èç äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèõ â íåå òðåáîâàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå

òðåáîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîé ãðóïïå, ò.å. g = 1.

4.5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå îáñëóæèâàíèå. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ êàæ-

äîé ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì íåïîñðåäñòâåííî äðóã çà äðóãîì.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ 1/sum−batch, g = 1, sJ = s/f , â êîòîðûõ f ∈
{Cj ≤ dj, Lmax, fmax}. Ïðè ðàçðàáîòêå ýòèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1. Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå äëÿ çàäà÷è 1/sum−batch, g = 1, sJ = s/Lmax

ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì

à) òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ EDD äèðåêòèâíûõ ñðî-

êîâ;

á) òðåáîâàíèÿ ñ îäèíàêîâûìè äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè ðàñïîëîæåíû â îäíîé

ïàðòèè.

Çàäàíèå. Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì, äîêàçàòü ëåììó 4.1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè Tmax è îòûñêàíèÿ ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî

îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, òàêæå ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèÿì à) è á) ëåììû 4.1.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîé ëåììû ðàçìåðíîñòü óêàçàííûõ çàäà÷ ìîæíî ñîêðàòèòü, îáúåäè-

íÿÿ òðåáîâàíèÿ ñ îäèíàêîâûìè äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè â îäíî ñîñòàâíîå òðåáîâàíèå ñ òåì æå

äèðåêòèâíûì ñðîêîì è äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ, ðàâíîé ñóììå äëèòåëüíîñòåé îáñëóæè-

âàíèÿ îáðàçóþùèõ åãî èñõîäíûõ òðåáîâàíèé.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ñîñòàâíûå) òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû òàê,

÷òî d1 < . . . < dn.

Îïèøåì àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè Lmax. Â ýòîì

àëãîðèòìå òðåáîâàíèÿ äîáàâëÿþòñÿ â íà÷àëî òåêóùèõ ðàñïèñàíèé öåëûìè ïàðòèÿìè, ñîäåðæà-

ùèìè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíóìåðîâàííûå òðåáîâàíèÿ.

Îïðåäåëèì ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j, . . . , n êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèþ

j. Åñëè ðàñïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñîñòîÿíèþ, äîñòðîèòü äî ïîëíûõ ðàñïèñàíèé îäè-

íàêîâûìè ïàðòèÿìè, îáðàçîâàííûìè òðåáîâàíèÿìè 1, . . . , j− 1, òî äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ðàñïè-

ñàíèé çíà÷åíèÿ L1, . . . , Lj−1 è äîáàâêè ê çíà÷åíèÿì Lj, . . . , Ln áóäóò îäèíàêîâû.

Ïóñòü Fj � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Lmax ñðåäè ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî-

ñòîÿíèþ j. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïèñàíèå ñî çíà÷åíèåì Fj äîìèíèðóåò âñå îñòàëüíûå ðàñïèñàíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèþ j, ò.å. ýòî ðàñïèñàíèå ìîæåò áûòü äîñòðîåíî äî ïîëíîãî ðàñïèñà-

íèÿ ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñðåäè âñåõ ïîëíûõ ðàñïèñàíèé, äîñòðîåííûõ èç

÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîìó æå ñîñòîÿíèþ.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Lmax ìîæåò áûòü íàéäåíî ïóòåì ðåêóðñèâíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

Fj. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè ðåêóðñèè ïîëàãàåì Fn+1 = −∞.
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Ðåêóðñèÿ äëÿ j = n, . . . , 1 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Fj = min
j<i≤n+1

{Fj(i)}, ãäå Fj(i) = s+
i−1∑
l=j

pl + max{−dj, Fi}.

Âåëè÷èíà Fj(i) ïðåñòàâëÿåò ñîáîé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Lmax ñðåäè ðàñïèñàíèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîñòîÿíèþ j, ïðè êîòîðûõ ïåðâàÿ ïàðòèÿ âêëþ÷àåò òðåáîâàíèÿ j, j + 1, . . . , i − 1.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Lmax ðàâíî F1.

Àëãîðèòì òðåáóåò âðåìÿ è ïàìÿòü â îáúåìå O(n2), åñëè çíà÷åíèÿ
∑i
l=j pl, j, i = 1, . . . , n,

âû÷èñëåíû íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå. Àëãîðèòì òàêæå ðåøàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè Tmax è

çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Oïèøåì àëãîðèòì âðåìåííîé ñëîæíîñòè O(n log n) äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ ðàñïèñàíèÿ, äî-

ïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, 1/sum−batch, g = 1, sJ = s/Cj ≤ dj. Ïóñòü (ñî-

ñòàâíûå) òðåáîâàíèÿ ïî-ïðåæíåìó ïðîíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåáîâàíèé (1, 2, . . . , n). Âêëþ÷èì â ïåðâóþ ïàðòèþ ìàêñè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé ñ íàèìåíüøèìè íîìåðàìè, êîòîðîå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî äî

äèðåêòèâíîãî ñðîêà d1. Ïóñòü j � íîìåð ïîñëåäíåãî òðåáîâàíèÿ ïåðâîé ïàðòèè. Âêëþ÷èì âî âòî-

ðóþ ïàðòèþ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé ñ íàèìåíüøèìè íîìåðàìè (çà èñêëþ÷åíèåì

òðåáîâàíèé ïåðâîé ïàðòèè), êîòîðîå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî äî äèðåêòèâíîãî ñðîêà dj+1. Ïðî-

äîëæàåì ïðèâåäåííûé ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ïàðòèé äî âêëþ÷åíèÿ â íåêîòîðóþ ïàðòèþ òðå-

áîâàíèÿ n ëèáî âîçíèêíîâåíèÿ ñèòóàöèè, êîãäà î÷åðåäíóþ ïàðòèþ íåâîçìîæíî ñôîðìèðîâàòü

áåç íàðóøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèðåêòèâíîãî ñðîêà. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå

ïîñòðîåíî. Âòîðîé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå ðàñïèñàíèå íå ñóùåñòâóåò.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(n) ïðè óñëîâèè, ÷òî òðåáîâàíèÿ óæå

ïðîíóìåðîâàíû íóæíûì îáðàçîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü � O(n log n).

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çà-

äà÷è ìèíèìèçàöèè fmax, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî àëãîðèòì âðåìåííîé ñëîæíîñòè

O(n) äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ ðàñïèñàíèÿ.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè fmax ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ âèäà �Ñïðàâåäëèâî ëè fmax ≤ k?�, ãäå k ÿâëÿåòñÿ èçìå-

íÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé, ïîäáèðàåìîé ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî ïîèñêà â ïîäõîäÿùåì èíòåðâàëå çíà-

÷åíèé. Ïîýòîìó åñëè óêàçàííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî

çàäà÷à ìèíèìèçàöèè fmax òàêæå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè îïòèìàëüíîå çíà÷å-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ÷åé ëîãàðèôì îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì

îò ðàçìåðíîñòè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Íà âîïðîñ: �Ñïðàâåäëèâî ëè fmax ≤ k?�, ìîæíî îòâåòèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Âåëè÷èíà k ïîðîæäàåò äèðåêòèâíûé ñðîê d̄j äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j,

j = 1, . . . , n. Äèðåêòèâíûé ñðîê d̄j ìîæåò áûòü íàéäåí çà âðåìÿ O(logP ) ïðè ïîìîùè äâîè÷íîãî

ïîèñêà â èíòåðâàëå [s+pj, P ] âîçìîæíûõ ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j, ãäå

P = ns+
∑n
j=1 pj. Âåëè÷èíà d̄j íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ d̄j = max{d|fj(d) ≤ k, s+ pj ≤ d ≤ P}. Êàê

òîëüêî óêàçàííûå äèðåêòèâíûå ñðîêè îïðåäåëåíû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì âðåìåííîé
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ñëîæíîñòè O(n) äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ðàñïèñàíèÿ, äîïóñòèìîãî îòíîñèòåëü-

íî ýòèõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Ïîýòîìó îòâåò íà âîïðîñ: �Ñïðàâåäëèâî ëè fmax ≤ k?�, ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O(n+n logP ). Çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñ-

ëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé fj(x). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè fmax ìîæåò áûòü ðåøåíà

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

4.5.2. Ïàðàëëåëüíîå îáñëóæèâàíèå. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷, â êîòîðûõ òðå-

áîâàíèÿ ïàðòèè îáñëóæèâàþòñÿ ïðèáîðîì ïàðàëëåëüíî è äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïàðòèè

ðàâíà ìàêñèìóìó äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèõ â íåå òðåáîâàíèé.

Â çàäà÷å 1/max−batch, g = 1, sJ = 0/f , ãäå f � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð ïàðòèé íåîãðàíè÷åí (b = n). Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïàðòèé (B1, . . . , Bk). Îáîçíà÷èì äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâà-

íèÿ ïàðòèè Bl ÷åðåç p(Bl) = maxj∈Bl{pj}, à ìîìåíò çàâåðøåíèÿ åå îáñëóæèâàíèÿ ïðè çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðòèé � ÷åðåç C(Bl) =

∑l
q=1 p(Bq). Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàäàííîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïàðòèé ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ðàâåí Cj = C(Bl) äëÿ

êàæäîãî j ∈ Bl, l = 1, . . . , k.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííûõ ðàçìåðàõ ïàðòèé çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Cmax ðå-

øàåòñÿ òðèâèàëüíî ïóòåì íàçíà÷åíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé â åäèíñòâåííóþ ïàðòèþ B1. Òîãäà ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå Cmax ðàâíî p(B1) = max1≤j≤n{pj}.
Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû òàê, ÷òî p1 ≤ . . . ≤ pn

(ïî ïðàâèëó SPT).

Ëåììà 4.2. Äëÿ çàäà÷è 1/max−batch, g = 1, sJ = 0/f ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðòèé (B1, . . . , Bk) òàêàÿ, ÷òî B1 = {1, 2, . . . , i1}, B2 = {i1+1, i1+

2, . . . , i2}, . . . , Bk = {ik−1 + 1, ik−1 + 2, . . . , n}.

Çàäàíèå. Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì, äîêàçàòü ëåììó 4.2.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàñïèñàíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ SPT òðåáîâàíèé è ïîäõîäÿùèì ðàçáèåíèåì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ïàðòèè. Ðàñïèñà-

íèå òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü SPT-ðàñïèñàíèåì.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíîå SPT-ðàñïèñàíèå äëÿ òðåáîâàíèé 1, . . . , j òàêîå, ÷òî îáñëóæèâàíèå ïîñëåäíåé ïàðòèè

çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêîå ðàñïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòî-

ÿíèþ (j, t). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè
∑
fj ëèáî

fmax äîìèíèðóåò âñå îñòàëüíûå ðàñïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ñîñòîÿíèþ.

Ïóñòü σ � íåêîòîðàÿ SPT-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèþ (j, t). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü äàí-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïàðòèþ {i+ 1, . . . , j}, ãäå 0 ≤ i < j, â êîíåö ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðòèé äëÿ òðåáîâàíèé 1, . . . , i, ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó ïðåäûäóùåìó

ñîñòîÿíèþ. Ïîñêîëüêó ïàðòèÿ {i+ 1, . . . , j} èìååò äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj, ïðåäûäóùèì
ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ (i, t− pj). Äîáàâëåíèå ýòîé ïàðòèè óâåëè÷èâàåò ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü íà
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∑j
k=i+1 fk(t). Ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü äëÿ òðåáîâàíèé i+ 1, . . . , j ðàâíà maxi+1≤k≤j{fk(t)}.
Íà ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ îñíîâàí ñëåäóþùèé ïðÿìîé àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
∑
fj.

Ïóñòü Fj(t) � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, âû÷èñëåííîå äëÿ âñåõ SPT-

ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé 1, . . . , j ïðè óñëîâèè, ÷òî îáñëóæèâàíèå ïîñëåäíåé ïàðòèè

çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

F0(t) =
{

0, åñëè t = 0,
∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðåêóðñèÿ äëÿ j = 1, . . . , n è t = pj, . . . ,
∑j
k=1 pk ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Fj(t) = min
0≤i≤j−1

{
Fi(t− pj) +

j∑
k=i+1

fk(t)
}
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî minpn≤t≤P {Fn(t)}, ãäå P � ñóììà âñåõ äëèòåëü-

íîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå SPT-ðàñïèñàíèå îòûñêèâàåò-

ñÿ ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî õîäà àëãîðèòìà.

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ j = 0, . . . , n è t = 0, . . . , P è èìååòñÿ

j âîçìîæíûõ ïàðòèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîáàâëåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèå (j, t),

âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò O(n3P ), è òðåáóåìûé îáúåì ïàìÿòè íå ïðåâîñ-

õîäèò O(nP ). Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ñíèæàåòñÿ â n ðàç, åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû
∑j
k=1 fk(t) äëÿ

j = 1, . . . , n è t = pj, . . . ,
∑j
k=1 pk âû÷èñëÿþòñÿ çàðàíåå (ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà âðåìÿ O(nP )).

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåð êàæäîé ïàðòèè îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷èñëîì b, b < n, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òàêèìè æå òðóäíûìè, êàê è èõ òðàäèöèîííûå àíàëîãè,

ïîñêîëüêó ïðè b = 1 ïðèáîð ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè. Ýòè çàäà÷è íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ñ íåîãðàíè÷åííûìè

ðàçìåðàìè ïàðòèé, ïîñêîëüêó ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ðàñ-

ñìîòðåíèåì SPT-ðàñïèñàíèé.

Åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Cmax, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå SPT-ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì âñå ïàðòèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (âêëþ÷àþò b òðåáîâà-

íèé), êðîìå îäíîé, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òðåáîâàíèÿ ñ íàèìåíüøèìè äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâà-

íèÿ.
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