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ОТ АВТОРОВ 
 
Теория композиционных материалов представляет собой многопла-

новое направление. В ней применяются методы чистой и прикладной ма-
тематики и механики, физики, химии, биологии и др. Имеется немалое 
количество научных публикаций, посвященных этой тематике. Однако 
их изучение представляет значительную трудность для неподготовлен-
ного читателя. В связи с этим возникла необходимость в учебной литера-
туре, которая могла бы стать базовой для обеспечения специализации 
студентов в области приложения методов математического анализа к изу-
чению моделей естествознания и техники. Именно с этой целью создано 
настоящее пособие. 

В современной науке теорию композиционных материалов рассмат-
ривают как раздел физики твердого тела, хотя аналогичными свойствами 
обладают и другие субстанции (так называемые гетерогенные среды). 
В науке и технике под композиционными материалами понимаются объ-
екты, для которых общим является то, что они состоят из нескольких 
компонентов, обладающих различными свойствами (однородными в каж-
дом фиксированном компоненте). Объединяя эти компоненты в единое це-
лое, получают новый материал – композит (или композиционный материал).  

С XIX в. известны две основные глобальные модели в теории твердого 
тела: молекулярный подход Л. Навье и континуальный подход О. Коши. 
Первая модель основана на теории взаимодействия элементарных час-
тиц. Ее развитие привело в последние годы к созданию наноструктур и 
нанотехнологий (и соответственно к использованию нанометодов в тео-
рии композиционных материалов). Вторая модель реализована в форме 
понятия сплошной среды. В этом случае предполагается, что каждый 
компонент обладает однородностью по отношению к одному или не-
скольким свойствам (т. е. в каждом компоненте имеется одинаковое «ко-
личество» свойства / свойств в одинаковых объемах). В рамках контину-
альной модели под композиционным материалом понимается многофазовая 
структура, характеризующаяся относительной однородностью каждой 
из ее частей. 

Один из компонентов, занимающий некоторую связную часть про-
странства, называют матрицей, другие компоненты (включения) вложе-
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ны в матрицу и занимают в ней ограниченный объем. Важно при этом 
отметить, что, объединяя вещества с заранее определенными свойствами, 
можно получить материал, имеющий свойства, не совпадающие с соот-
ветствующими параметрами компонентов. 

Следует заметить, что материал данной книги относится в основном 
к области математики, хотя здесь используются многие понятия меха-
ники и физики. Наконец, важно также подчеркнуть, что в рамках данного 
пособия обсуждаются только аналитические методы и результаты. На 
их базе можно развивать численные методы анализа, строить новые и 
уточнять существующие модели композиционных материалов. Основное 
внимание в пособии уделено комплексно-аналитическим методам для 
двумерных композиционных материалов. Тем не менее ряд вспомога-
тельных результатов, а также формулировок законов и понятий приво-
дится в трехмерном варианте. 

Пособие состоит из 7 глав. Сведения из теории поля, включая основные 
интегральные соотношения и понятия тензорной алгебры, изложены в гл. 1. 

Общие понятия теории композиционных материалов, классификация 
и примеры композитов, описание физических полей представлены в гл. 2. 
Даны постановки наиболее характерных математических задач, и введено 
центральное понятие теории композиционных материалов – понятие эф-
фективных характеристик. 

Описание математических моделей, данное в форме уравнений со-
стояния, содержится в гл. 3. Кроме того, изложены краевые условия, 
описывающие взаимодействия между компонентами композитов. 

В гл. 4 рассматриваются элементы теории аналитических и гармониче-
ских функций, конформных отображений, включая их граничные свойства.  

Постановки некоторых основных краевых задач для гармонических 
и аналитических функций, методы их решения и аналитические форму-
лы решения даны в гл. 5. Основное внимание уделяется задачам для мно-
госвязных областей. Здесь же излагаются основы метода функциональных 
уравнений, который в настоящее время применяется (наряду с другими 
методами) при исследовании общих краевых задач для многосвязных 
областей. 

В гл. 6 приведены некоторые базовые понятия одного из современ-
ных методов исследования композиционных материалов с богатой мик-
роструктурой – метода гомогенизации. 

Развитию аналитических методов для материалов с периодической 
структурой посвящена гл. 7. В частности, на примере таких материалов 
дано описание специфики применения метода гомогенизации. 

Данное издание подготовлено при частичной поддержке Белорус-
ского республиканского фонда фундаментальных исследований. 
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Г л а в а 1 

СВЕДЕНИЯ  ИЗ  ТЕОРИИ  ПОЛЯ  
И  ТЕНЗОРНОЙ  АЛГЕБРЫ 

 
1.1. Элементы теории поля 

 
Определение 1.1. Если в каждой точке части пространства (области) 

определено значение некоторой величины, то говорят, что задано поле 
данной величины. Если каждой точке M  области соответствует опреде-
ленное число )(MUU = , говорят, что в области определено (задано) ска-
лярное поле (или функция точки). Другими словами, скалярное поле – 
это скалярная функция )(MU  вместе с ее областью определения. Если 
же каждой точке M  области соответствует некоторый вектор )(Maa = , 
то говорят, что задано векторное поле (или векторная функция точки). 

Примерами скалярных полей могут быть поля температуры (воздуха, 
тела и т. п.), атмосферного давления, плотности (массы, воздуха и т. п.), 
электрического потенциала и т. д. 

Примерами векторных полей являются поле силы тяжести, поле ско-
ростей частиц текущей жидкости (ветра), магнитное поле, поле электри-
ческого тока и т. д. 

В общем случае и скалярное и векторное поле может меняться с те-
чением времени (например, скалярное поле температуры при охлаждении 
тела). Такие поля называются нестационарными (или неустановившими-
ся). Если поле не зависит от времени, то оно называется стационарным 
(или установившимся).  

Если V  – область трехмерного пространства, то скалярное поле ,U  
определенное в этой области, можно рассматривать как функцию трех 
переменных zyx ,,  (координат точки M ), т. е. ),,( zyxUU =  (наряду с обо-
значениями )(MUU = , ),,( zyxUU =  используют также запись )(rUU = , 
где r  – радиус-вектор точки M ). 

Аналогично вектор )(Maa = , определяющий векторное поле, можно 
рассматривать как векторную функцию трех скалярных аргументов zyx ,, , 
т. е. ),,( zyxaa =  (или )(raa = ). 
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Вектор )(Maa =  можно разложить по ортам координатных осей сле-
дующим образом: 

,),,(),,(),,( kjia zyxRzyxQzyxP ++=  
где ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  – проекции вектора )(Ma  на оси коор-
динат. 

Скалярное поле называется плоским, если во всех плоскостях, параллель-
ных некоторой плоскости, поле одно и то же, т. е. функция ),,( zyxU  посто-
янна на любой фиксированной прямой, ортогональной указанной плоскости. 

Векторное поле называется плоским (или плоско-параллельным), ес-
ли все векторы a  параллельны одной и той же плоскости ,S  причем во  
всех точках, расположенных на каждой фиксированной прямой, перпен-
дикулярной ,S  векторы поля одинаковы по величине и направлению. Ес-
ли указанную плоскость S  (или любую ей параллельную) принять за 
плоскость xOy , то векторы плоского поля не будут содержать третьей 
компоненты (соответствующей оси Oz ) и координаты векторов не будут 
зависеть от координаты z : 

.),(),( jia yxQyxP +=  
Рассмотрим скалярное поле, задаваемое функцией ),,( zyxUU = . Для 

наглядного представления скалярного поля используют поверхности и 
линии уровня. Поверхностью уровня скалярного поля называется гео-
метрическое место точек, в которых функция ),,( zyxU  принимает по-
стоянное значение, т. е. ( , , ) constU x y z c= = . Если поле плоское, то, осу-
ществив некоторое линейное преобразование координат, можно считать, 
что поле U  не зависит от z . Тогда равенство cyxU =),( const=  опреде-
ляет линию уровня поля, т. е. линия уровня – это линия на плоскости 
xOy , на которой функция ),( yxU  сохраняет постоянное значение. 

Пусть скалярное поле представляется гладкой (непрерывно дифференци-
руемой) функцией ),,( zyxUU = . Производной скалярного поля U  по направле-
нию вектора l  единичной длины ( 1=l ) в точке 0 0 0 0( , , )M x y z=  называется 

0 0
0

( ) ( )lim .
h

U M h U MU
h→+

+ −∂
=

∂
l

l
 

Производная по направлению выражается через частные производ-
ные функции ),,( zyxU : 

,cos)(cos)(cos)( 000 γ
∂
∂

+β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂
∂ M

z
UM

y
UM

x
UU

l
 

где cos , cos , cosα β γ  – направляющие косинусы (координаты) вектора l . 
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Градиентом скалярного поля ),,( zyxU  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z=  назы-
вается вектор, координатами которого являются значения частных произ-
водных функции U  в точке 0M , он обозначается 

0 0 0 0( ) ( ), ( ), ( )U U UU M M M M
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

grad  

0 0 0( ) ( ) ( ) .U U UM M M
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

i j k  

Отметим, что Ugrad  есть векторная величина. Говорят, что скалярное 
поле U  порождает векторное поле градиента функции .U  Производная 
скалярного поля U  по направлению вектора l  равна скалярному произ-
ведению градиента поля на вектор l : 

.U U∂
= ⋅

∂
grad l

l
 

Рассмотрим векторное поле, задаваемое вектором )(Maa = . Вектор-
ной линией поля a  называется линия, касательная к которой в каждой ее 
точке M  имеет направление соответствующего ей вектора )(Ma . Если 
провести все векторные линии, проходящие через точки некоторого куска 
поверхности ,S  то их совокупность образует так называемую векторную 
трубку. 

Пусть векторное поле определяется вектор-функцией ( , , )P x y z= +a i  
( , , ) ( , , ) ,Q x y z R x y z+ +j k  где ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  – непрерывные 

функции переменных zyx ,, , имеющие ограниченные частные производ-
ные первого порядка. Пусть ( ))(),(),()( tztytxt =r  – радиус-вектор теку-
щей точки векторной линии поля a , тогда вектор ( ))(),(),()( tztytxt ′′′=′r  
направлен по касательной к ней. Значит, и вектор 

( ) ( )dzdydxdttzdttydttxdttd ,,)(,)(,)()( =′′′=′= rr  
также направлен по касательной к векторной линии. Следовательно, век-
торы ( )),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP=a  и ( )dzdydxd ,,=r  коллинеарны, 
а значит, их координаты пропорциональны. Отсюда получаем систему 
дифференциальных уравнений векторных линий 

R
dz

Q
dy

P
dx

== . 

Пусть векторное поле определяется гладкой (непрерывно диффе-
ренцируемой) вектор-функцией .),,(),,(),,( kjia zyxRzyxQzyxP ++=  Тогда 
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дифференцирование этого поля сводится к дифференцированию коорди-
натных функций ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP . Роль градиента в этом 
случае играет матрица Якоби векторного поля a : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

z
R

y
R

x
R

z
Q

y
Q

x
Q

z
P

y
P

x
P

MJ )(a . 

В частности, производная векторного поля a  по направлению вектора l  

равна произведению матрицы Якоби на вектор-столбец : ( ) ( ) .T TM J M∂
=

∂ a
al l
l

 

Напомним некоторые определения из векторного анализа, считая, что 
соответствующие объекты (функции, вектор-функции, поверхности, кри-
вые) обладают свойствами, при которых вводимые величины определены. 

Определение 1.2. Пусть векторное поле a  определено в области ,D  
и пусть в D  задана ориентированная поверхность ,S  ориентация кото-
рой определяется единичным вектором нормали n . Потоком Π  вектор-
ного поля (в направлении вектора n ) через поверхность S  называется 
поверхностный интеграл 1-го рода по поверхности S  от скалярного про-
изведения вектор-функции a  на вектор нормали n , т. е. 
 Π .

S S

dS dS= ⋅ =∫∫ ∫∫ na n a  (1.1) 

В случае стационарного плоско-параллельного векторного поля 
jia ),(),( yxQyxP +=  формула потока векторного поля a  через кривую 

L  (в направлении нормали к этой кривой n ) имеет вид: 

 Π .
L L L

ds ds Qdx Pdy= ⋅ = = − +∫ ∫ ∫na n a  (1.2) 

Определение 1.3. Дивергенцией (или расходимостью) в точке M  не-
прерывно дифференцируемого векторного поля a , задаваемого вектор-
функцией kjia ),,(),,(),,( zyxRzyxQzyxP ++= , называется скалярная 
величина 

 div ( ) P Q RM
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = ∇ ⋅
∂ ∂ ∂

a a , (1.3) 

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
zyx

,,  – оператор формального дифференцирования. 
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Используя понятия потока и дивергенции векторного поля, запишем 
известную в анализе формулу Гаусса – Остроградского в векторной 
форме:  

 div
S V

dS dv=∫∫ ∫∫∫na a , (1.4) 

где S  – замкнутая поверхность, ограничивающая область .V  
 

Замечание. Из формулы Гаусса – Остроградского вытекает следую-
щее локальное определение дивергенции векторного поля: 

 1

1( ) 1
div ( ) lim S

V M

dS

M
V→

=
∫∫ na

a , (1.5) 

где область 1( )V  стягивается в точку, а 1V  – объем этой области. Другими 
словами, дивергенция в точке M  равна пределу отношения потока через 
малую замкнутую поверхность, окружающую эту точку, к объему, огра-
ничивающему эту поверхность. 

В случае плоско-параллельного векторного поля поток и диверген-
цию связывает формула Грина 

 div
L D

ds dxdy⋅ =∫ ∫∫a n a , (1.6) 

где L  – замкнутая кривая, ограничивающая область D . 
В терминах векторного поля потока тепла при 0)(div >Ma  точка M  

представляет собой источник, излучающий тепло, а при 0)(div <Ma  точ-
ка M  есть сток, поглощающий тепло. Из равенства (1.4) (или (1.6)) сле-
дует, что величина )(div Ma  характеризует мощность (интенсивность) 
источника или стока в точке .M  Если в объеме V  (области D ), ограни-
ченном замкнутой поверхностью S  (замкнутой кривой L ), нет ни источ-
ников, ни стоков, то 0div ≡a  в V  (в D  соответственно). 

Определение 1.4. Криволинейный интеграл по замкнутому контуру 
L  от скалярного произведения вектора a  на вектор ,dr  касательный 
к контуру L , называется циркуляцией вектора a  вдоль контура L : 

 lim ,
x

L L L

C d dl Pdx Qdy Rdz
→∞

= ⋅ = ⋅ = + +∫ ∫ ∫ra r av v v  (1.7) 

где ra  – величина проекции вектора a  на касательный вектор τ , прове-
денный в направлении обхода кривой L . 
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В случае плоско-параллельного потока формула для вычисления 
циркуляции вектора a  вдоль плоской замкнутой кривой L  имеет вид 

 Re
L L

C P dx Q dy dz
⎛ ⎞

= + = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ av v , (1.8) 

где QiP +=a , .z x i y= +  
Определение 1.5. Ротором (или вихрем) в точке M  непрерывно 

дифференцируемого векторного поля a , задаваемого вектор-функцией 
kjia ),,(),,(),,( zyxRzyxQzyxP ++= , называется вектор, определяемый 

формулой 

( )M
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
= = ∇× =
∂ ∂ ∂

i j k

rot a a  

 .R Q P R Q P
y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i j k  (1.9) 

В случае плоско-параллельного векторного поля 

.

0

0)( k

kji

arot ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
y
P

x
Q

QP
yx

M  

В терминах ротора и циркуляции классическая формула Стокса за-
писывается в виде 
 ,

L S

d dS⋅ = ⋅∫ ∫∫a r rota nv  (1.10) 

где S  – некоторая поверхность с краем в области определения поля, 
а L  – край этой поверхности. Из формулы (1.10) вытекает следую-
щее локальное определение ротора (через его проекцию на направ-
ление m ): 

 
( )

( ) lim
σM

d
M λ

σ →

⋅

=
∫

m

a r
rot a

v
, (1.11) 

где )(σ  – некоторая поверхность с краем λ , проходящая через точку M  
и ортогональная в этой точке направлению ,m  а σ  – ее площадь. 
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1.2. Соленоидальные  и  потенциальные  поля 
 
Определение 1.6. Векторное поле a  называется соленоидальным или 

трубчатым в области ,D  если во всех точках этой области его дивер-
генция равна нулю, т. е. 0)(div =Ma , .M D∀ ∈  Таким образом, солено-
идальное поле не имеет источников и стоков. 

Свойства соленоидального поля: 
1) в соленоидальном поле a  поток вектора через любую замкнутую 

поверхность равен нулю;  
2) соленоидальное поле является полем ротора (вихря) некоторого век-

торного поля, т. е. если 0div =a , то существует такое поле b , что ;=a rot b  
3) в соленоидальном поле a  поток вектора через поперечное сечение 

векторной трубки сохраняет постоянное значение, называемое интенсив-
ностью трубки. 

Определение 1.7. Векторное поле a  называется потенциальным (без-
вихревым) в области ,D  если во всех точках этой области ротор равен 
нулю, т. е. 0)( =Marot , .M D∀ ∈  

Свойства потенциального поля: 
1) циркуляция потенциального поля a  по любому замкнутому кон-

туру в этом поле равна нулю; 
2) в потенциальном поле a  криволинейный интеграл ∫ ++

L

RdzQdyPdx  

вдоль любой кривой L  с началом в точке 1M  и концом в точке 2M  зави-
сит только от положения точек 1M  и 2M  и не зависит от формы кривой; 

3) потенциальное поле является полем градиента некоторой скалярной 
функции ),,( zyxU , т. е. если 0≡arot , то существует функция ),,( zyxU , 
такая что Ugrada = . Функция U  называется потенциалом поля aG . 

Замечание. Из равенства Ugrada =  следует обратное утверждение – 
поле градиента скалярной функции ),,( zyxUU =  является потенциальным. 

Из равенства Ugrada =  следует, что потенциальное поле определя-
ется заданием одной скалярной функции ),,( zyxUU =  – его потенциала. 
Потенциал векторного поля (заданного в односвязной области D ) может 
быть найден по формуле 

0 0 0

( , , )

( , , )

( , , )
x y z

x y z

U x y z Pdx Qdy Rdz= + + =∫  

0 0 0

0 0 0(ξ, , ) ξ ( , η, ) η ( , , ζ) ζ ,
yx z

x y z

P y z d Q x z d R x y d c= + + +∫ ∫ ∫  
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где 0 0 0( , , )x y z  – координаты фиксированной точки; ),,( zyx  – координаты 
произвольной точки области. Потенциал определяется с точностью до 
произвольного постоянного слагаемого.  

В случае плоско-параллельного векторного поля  
( , ) ( , )P x y Q x y= +a i j  

из формулы (1.3) следует, что необходимым и достаточным условием 
соленоидальности поля является выполнение во всех точках области ра-
венства 

 
y
Q

x
P

∂
∂

−=
∂
∂ . (1.12) 

Это условие показывает, что выражение dyPdxQ +−  является диф-
ференциалом некоторой функции ),( yxv , которая называется функцией 

тока. При этом ,v vQ P
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
. В односвязной области функция ),( yxv  

восстанавливается по формуле 

 
2

1

( , ) .
z

z

v x y Q dx P dy c= − + +∫  (1.13) 

В соленоидальном поле поток через кривую L  равен приращению 
функции тока вдоль этой кривой: 

 Π
2

1

2 1( ) ( ).
z

z

Q dx P dy v z v z= − + = −∫   

В случае плоско-параллельного векторного поля из формулы (1.9) 
следует, что необходимым и достаточным условием потенциальности 
поля является выполнение во всех точках области равенства 

 P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. (1.14) 

Это условие показывает, что выражение QdydxP +  является диффе-
ренциалом некоторой функции ),( yxu , которая называется потенциаль-

ной функцией (потенциалом) поля. При этом ,u uP Q
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
. В одно-

связной области функция ),( yxu  восстанавливается по формуле 

 
2

1

( , ) .
z

z

u x y P dx Q dy c= + +∫  (1.15) 
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Если поле является одновременно соленоидальным и потенциаль-
ным, то из свойств функции тока и потенциальной функции вытекает, 
что для них должны выполняться условия Коши – Римана 

 
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ , , (1.16) 

т. е. эти функции являются сопряженными гармоническими функциями. 
Тогда можно ввести аналитическую функцию  

 ),(),()( yxviyxuzf += , (1.17) 

называемую комплексным потенциалом поля a . Вектор поля a  выража-
ется в терминах комплексного потенциала по формуле 

)(zf ′=a . 

Далее, ( ) ( )( ),f z dz P iQ dx i dy′ = − +  следовательно, формулы (1.2) и 
(1.8) могут быть переписаны в виде 

Π Im ( ) , Re ( )
L L

f z dz C f z dz′ ′= =∫ ∫    или  Π ( ) .
L

C i f z dz′+ = ∫  

 
1.3. Формулы Стокса и Грина 

 
Формула Стокса устанавливает связь между криволинейным инте-

гралом 2-го рода по некоторой замкнутой пространственной кривой L  и 
поверхностным интегралом 2-го рода по поверхности ,S  краем которой 
является эта кривая.  

Теорема 1.1. Пусть S  – ориентированная кусочно-гладкая поверх-
ность в трехмерном евклидовом пространстве 3R  с кусочно-гладким 
краем, а SL ∂=  – край этой поверхности, ориентация которого согласована 
с ориентацией поверхности .S  Если функции ),,( zyxPP = , ),,( zyxQQ = , 

),,( zyxRR =  определены и непрерывны на замыкании поверхности S , 
непрерывно-дифференцируемы на этой поверхности, то имеет место 
следующее равенство (формула Стокса): 
 

S

R Q P R Q Pdydz dzdx dxdy
y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫  

 .
L

Pdx Qdy Rdz= + +∫v  (1.18) 
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В терминах векторных полей формула Стокса имеет вид 

,
S L

dS d⋅ = ⋅∫∫ ∫rot a n a rv  

где .),,(),,(),,(),,( kjia zyxRzyxQzyxPzyx ++=  
Частным случаем формулы Стокса является формула Грина, уста-

навливающая связь между криволинейным интегралом по замкнутому 
контуру L  и двойным интегралом по области ,D  ограниченной этим 
контуром. 

Теорема 1.2. Пусть L  – положительно ориентированная кусочно-
гладкая замкнутая кривая на плоскости, а D  – область, ограниченная 
кривой L . Если функции ),(),,( yxQQyxPP ==  определены и непре-
рывны в замыкании области D  и имеют в области D  непрерывные част-

ные производные ,P Q
y x

∂ ∂
∂ ∂

, то имеет место следующее равенство (фор-

мула Грина): 

 
L D

Q PPdx Qdy dxdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫∫v . (1.19) 

Запишем формулу Грина в комплексной форме. Пусть .z x iy= +  Рас-
смотрим функцию ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).w z z w x y u x y iv x y= = +  Тогда интеграл по 
замкнутой кривой L  от этой функции относительно idydxdz +=  равен 

( )( ) .
L L L

u iv dx idy udx vdy i vdx udy+ + = − + +∫ ∫ ∫v v v  

Применяя формулу Грина (1.19) к каждому из вещественных инте-
гралов в правой части последнего равенства и учитывая обозначения  

 1 1, ,
2 2

i i
z x y z x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.20) 

получим 

 1 .
2 L D

wwdz dxdy
i z

∂
=

∂∫ ∫∫v  (1.21) 

Аналогично получается парная формула Грина в комплексной форме: 

 1 .
2 L D

wwdz dxdy
i z

∂
− =

∂∫ ∫∫v  (1.22) 

Известна также вторая формула Грина. Имеет место следующее 
утверждение. 
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Теорема 1.3. Пусть L  – положительно ориентированная кусочно-
гладкая замкнутая кривая на плоскости, а D  – область, ограниченная 
кривой L . Если функция ),( yxϕ=ϕ  определена и непрерывна в замыка-
нии области D  и непрерывно дифференцируема в области ,D  а функция 

),( yxψ=ψ  определена и непрерывно дифференцируема в замыкании об-
ласти D  и дважды непрерывно дифференцируема в области ,D  то имеет 
место следующее равенство – вторая формула Грина: 

 
2 2

2 2 .
L D D

ds dxdy dxdy
x x y y x y

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ ψ ∂ ψ
ϕ = + + ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫∫ ∫∫nv  (1.23) 

Вводя обозначение 

 
2 2

2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

, (1.24) 

вторую формулу Грина можно переписать в форме 

 .
L D D

ds dxdy dxdy∂ψ
ϕ = ϕ⋅ ψ + ϕ Δψ
∂∫ ∫∫ ∫∫grad grad
nv  (1.25) 

 

Если функция ),( yxϕ=ϕ  в теореме 1.3 удовлетворяет тем же усло-
виям, что и функция ),( yxψ=ψ , то формулу (1.25) можно переписать 
в симметричной форме: 
 

 ( ) .
L D

ds dxdy∂ψ ∂ϕ⎛ ⎞ϕ −ψ = ϕ Δψ −ψ Δϕ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫n nv  (1.26) 

 
1.4. Основные понятия тензорной алгебры 

 
Прямоугольная декартова система координат трехмерного евклидова 

пространства 3R  определяется тремя векторами ie  ортонормированного 
базиса. С их помощью каждый вектор a  в 3R  представляется в виде 
 1 1 2 2 3 3 .i ia a a a= + + =a e e e e  (1.27) 

Последняя часть равенства означает, что данное выражение равно 
сумме произведений с суммированием по индексу, стоящему на «одина-
ковых уровнях» (в данном случае по нижнему индексу i ) в допустимых 
пределах его изменения (это правило будет применяться и далее в этом 
разделе). Перепишем, пользуясь этим правилом, известные формулы век-
торного анализа и теории функций многих переменных. 
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Скалярное произведение векторов трехмерного пространства вводится 
по формуле ),,(cos||| bab|aba =⋅  где 2 2 2

1 2 3| | a a a= + +a – модуль (длина) 
вектора, а ),( ba  – угол между векторами a  и .b  С помощью базиса 1 2 3, ,e e e  
скалярное произведение может быть записано в координатной форме: 
 ,i i j j i j i j i j ij i ia b a b a b a b⋅ = ⋅ = ⋅ = δ =a b e e e e  (1.28) 

где ijδ  – символ Кронекера: 
1, если ,
0, если .ij

i j
i j
=⎧

δ = ⎨ ≠⎩
 

ijδ  носит название метрического тензора (или единичного тензора вто-
рого ранга – по числу индексов). С помощью метрического тензора мож-
но осуществлять операцию замены индексов, например: 

,ik i k ik kj ija a a aδ = δ = . 

Векторное произведение двух векторов a  и b  – это вектор, опреде-
ляемый формулой 

1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 2 3

( ) ( ) ( ).a a a a b a b a b a b a b a b
b b b

× = = = − + − + −
e e e

a b c e e e  

Векторное произведение также записывается в координатной форме: 
 i i j j i j i j i j ijk ka b a b a b× = × = × =a b e e e e eε , (1.29) 

где ijkε  – трехиндексный символ Леви-Чевиты (псевдотензор): 

1, если подстановка ( , , ) четная;
1, если подстановка ( , , ) нечетная;

0, если не все индексы ( , , ) различны,
ijk

i j k
i j k

i j k

+⎧
⎪ε = −⎨
⎪
⎩

 

т. е. 123 231 312 132 213 321 1ε = ε = ε = −ε = −ε = −ε = . Справедливо соотношение  

im in il

ijk mnl jm jn jl

km kn kl

δ δ δ
ε ε = δ δ δ

δ δ δ

. 

В частности, 2 , 6ijk mjk im ijk ijkε ε = δ ε ε = . 
Смешанное произведение трех векторов определяется формулами: 

 ( ) ( ) ( ) .i i j j k k i j k i j k i j k ijka b c a b c a b c× ⋅ = × = × = εa b c e e e e e e  (1.30) 
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Дифференциал функции 1 2( , , , )nf f x x x= …  n независимых пере-
менных представляется в виде 

1 2
1 2

, 1, 2, , .n i
n i

f f f fdf dx dx dx dx i n
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = =
∂ ∂ ∂ ∂

… …  

Для частных производных употребляется сокращенная форма записи: 
2

, ,,i ij
i i j

f ff f
x x x
∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

. 

Здесь и ниже символ « , » в нижнем индексе заменяет оператор диф-
ференцирования. Тогда трехмерный оператор Лапласа может быть запи-
сан в виде 

2 2 2

,2 2 2
1 2 3

, 1, 2, 3.ii
i i

f f f f i
x xx x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Δ = + + = = =⎜ ⎟

∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

В этих же обозначениях могут быть представлены градиент, дивер-
генция и ротор (вихрь): 

1 2 3 ,
1 2 3

i if f f
x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

grad e e e e , 

31 2
,

1 2 3
div i i

aa a a
x x x

∂∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂

a , 

1 2 3

,
1 2 3

1 2 3

i k ijk i k j ijk
j
a a e

x x x x
a a a

∂ ∂ ∂ ∂
= = ε =
∂ ∂ ∂ ∂

e e e

rot a e e . 

 

Рассмотрим преобразование системы координат при ее повороте от 
ix  к * *

1 2 3( , , ).i ix x x x x=  Это преобразование записывается в виде 
* *cos( , ) ,i k i k ik k

k
x x x x c x= =∑  

коэффициенты преобразования ikc  – это так называемые направляющие 
косинусы ( ik kic c= ). Соответственно этому правилу преобразуются диф-
ференциалы координат: 

*
* *

, .i
i k i k k ik k

k

xdx dx x dx c dx
x
∂

= = =
∂
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Под вектором a  в дальнейшем будем понимать некоторый объект, 
компоненты которого при повороте системы координат преобразуются 
аналогично дифференциалам координат: 

 
*

* *
,

i
i k i k k ik k

k

xa a x a c a
x
∂

= = =
∂

. (1.31) 

Вектор называют также тензором первого ранга. При этом символ 
ia  можно толковать как i-ю компоненту вектора или как весь вектор 

с индексом i, меняющимся в допустимых пределах.  
Соответственно тензор второго ранга в декартовых координатах – 

это объект, компоненты которого ijT  при повороте системы координат 
преобразуются как произведение двух векторов: 

 
**

* .ji
ij kl ik jl kl

k l

xxT T c c T
x x

∂∂
= =
∂ ∂

 (1.32) 
 

Аналогично определяются формулы преобразования для компонент 
тензоров третьего и более высоких рангов.  

Чтобы описать конкретный тензор, задают его значения относитель-
но некоторого базиса. Совокупность компонент тензора второго ранга 
для наглядности записывают в форме матрицы компонент, например 
в трехмерном случае: 

 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

.ij

T T T
T T T T

T T T

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.33) 

Аналогично предыдущему символ ijT  может означать как одну из 
девяти компонент тензора, так и весь тензор в целом. Для тензоров опре-
делены некоторые инварианты, т. е. величины, которые не меняются при 
повороте координат, например определитель матрицы (1.33). 

Важные частные случаи тензоров второго ранга – симметричные 
тензоры ij jiT T=  и антисимметричные (кососимметричные) тензоры 

ij jiT T= − . Произвольный тензор второго ранга можно разложить на сим-
метричную и антисимметричную компоненты: 

 

 ( ) ( )1 1 .
2 2ij ij ij ij ijT T T T T= + + −   

Дифференцированием тензора в декартовых координатах образуют-
ся тензоры более высокого ранга. Например, дифференцирование скаля-
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ра (тензора нулевого ранга) по координатам вектора (тензора первого 
ранга) определяет тензор второго ранга: 

, ,i
i

u u u
x
∂

= =
∂

grad  

что соответствует операции преобразования градиента. Соответственно 
дифференцирование вектора (тензора первого ранга) приводит к тензору 
второго ранга: 

,
i

i j
j

a a
x
∂

=
∂

 

и т. д. Это, однако, справедливо только для декартовых координат. 
Индексные обозначения. Обобщая предыдущие соглашения, будем 

кратко представлять компоненты тензора любого ранга и сам тензор 
с помощью индексных обозначений – к характерной, или основной, букве, 
представляющей тензорную величину, добавляются верхние или нижние 
буквенные индексы. Типичными примерами, иллюстрирующими упот-
ребление индексов, являются тензорные символы 

, , , , , .j j pq
i ij i ijka b T F Rε  

По правилам индексных обозначений каждый буквенный индекс мо-
жет встречаться в каждом члене один или два раза. Если индекс употреб-
ляется один раз, то подразумевается, что он принимает значения 1, 2, , ,N…  
где N – заданное положительное число, называемое размерностью ин-
декса. Неповторяющиеся индексы называются свободными. Тензорный 
ранг некоторой тензорной величины равен числу свободных индексов. 
Если индекс употреблен дважды, то подразумевается, что этот индекс 
принимает все значения из интервала своего изменения и члены, соот-
ветствующие каждому значению индекса из этого набора, суммируются. 
Повторяющиеся индексы часто называют немыми, ибо их замена на лю-
бые другие буквы не меняет значения величины, ими определяемой. Ес-
ли при представлении некоторой величины желательно использовать 
один и тот же индекс более двух раз, то соглашение о суммировании не 
следует употреблять. 

По числу и расположению свободных индексов можно судить о тен-
зорном характере величины, представленной в индексных обозначениях. 
Тензоры первого ранга (векторы) обозначаются основными буквами с од-
ним свободным индексом, т. е. представляются в одной из форм: 

ia  или .ia  
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Следующие выражения, имеющие один свободный индекс, также 
представляют собой тензоры первого ранга: 

, , , .p
ij j ikk qp ijk j ka b F R u v⋅ ε  

В последней записи (и всюду далее) на позиции символа «.» может 
стоять любое фиксированное значение индекса, а другие индексы в этой 
строке занимают последующие позиции (т. е. данный индекс не является 
свободным и на него не распространяется соглашение о суммировании, 
причем нижний индекс q является вторым нижним индексом). Такое со-
глашение удобно для описания действий над тензорами. 

Тензоры второго ранга обозначаются основными буквами с двумя 
свободными индексами. Так, произвольный тензор второго ранга D бу-
дет записываться в одной из следующих форм: 

,ij j
iD D⋅    или   ,i

j ijD D⋅ . 
Вид тензорных величин второго ранга может быть различным, на-

пример: 
, ,ij

ijik ij k kjka b u v⋅⋅ δ . 

Соглашение о суммировании часто используется в связи с представле-
нием векторов и тензоров в символических обозначениях через базисные 
векторы, снабженные индексами, например, любой вектор в трехмерном 
пространстве может быть записан в следующей сокращенной форме: 
 i ia=a e . (1.34) 

Здесь обозначения, по существу, символические, в которых исполь-
зуется соглашение о суммировании, в то время как правило свободных 
индексов не действует. Аналогично через базисные векторы можно 
представить так называемую диаду ba , представляющую собой сумму 
девяти слагаемых: 
 ( )( ) ,i i j j i j i ja b a b= =ab e e e e  (1.35) 

где суммирование проводится по обоим индексам. Аналогичным обра-
зом девятичленная форма тензора второго ранга D может быть представ-
лена в компактных обозначениях через базисные векторы в виде 
 ij i jD= e eD . (1.36) 

Пусть ix  – произвольная система координат 1 2 3, ,x x x  в трехмерном 
евклидовом пространстве и iθ  – любая другая система координат 1 2 3, ,θ θ θ  
в том же пространстве. Формулы преобразования координат 

 1 2 3( , , )i i x x xθ = θ  (1.37) 
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определяют для любой точки 1 2 3( , , )x x x  системы ix  новый набор ее ко-
ординат 1 2 3( , , )θ θ θ  в системе .iθ  Предположим, что функции iθ  одно-
значны, непрерывны и дифференцируемы. Определитель 

 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

x x x

J
x x x

x x x

∂θ ∂θ ∂θ
∂ ∂ ∂
∂θ ∂θ ∂θ

=
∂ ∂ ∂
∂θ ∂θ ∂θ
∂ ∂ ∂

 (1.38) 

(или в компактной форме 
i

jJ
x
∂θ

=
∂

) называется якобианом преобразова-

ния координат. Если преобразование не вырождено в некоторой точке 
1 2 3
0 0 0( , , )x x x , т. е. якобиан не обращается в нуль, то система уравнений 

(1.37) (локально) однозначно разрешима в окрестности этой точки, т. е. 
в окрестности 1 2 3

0 0 0( , , )x x x  определены функции 
 1 2 3( , , )i ix x= θ θ θ . (1.39) 

Из (1.37) найдем компоненты дифференциала: 

 .
i

i j
jd dx

x
∂θ

θ =
∂

 (1.40) 

Это равенство определяет класс тензоров, называемых контравари-
антными векторами. В общем случае величины ib , связанные с точкой P , 
представляют компоненты контравариантного тензора первого ранга, ес-
ли при преобразовании координат эти величины преобразуются по закону 

 .
i

i j
jb' b

x
∂θ

=
∂

 (1.41) 

Здесь частные производные вычислены в точке ,P  jb  являются ком-
понентами тензора в системе координат ,ix  а lb'  – его координаты в сис-
теме .iθ  В общей теории тензоров для обозначения контравариантных тен-
зоров используются верхние индексы. При этом следует отметить, что тен-
зорный характер имеют только дифференциалы ,idx  но не сами координаты. 

Величины ,ijB  компоненты которых подчиняются следующему пра-
вилу преобразования координат 

 
i j

ij rs
r sB' B

x x
∂θ ∂θ

=
∂ ∂

, (1.42) 



 22

называются контравариантными тензорами второго ранга. Аналогич-
ным образом определяются тензоры более высоких рангов. 

Слово «контравариантный» используется для того, чтобы отличить 
эти тензоры от тензоров другого типа, называемых ковариантными. 
В общей теории для изображения ковариантных тензоров используются 
нижние индексы. Типичный ковариантный вектор (ковариантный тен-
зор первого ранга) образуют частные производные от скалярной функ-
ции 1 2 3( , , )x x xϕ = ϕ  по координатам 

 
j

i j i
x

x
∂ϕ ∂ϕ ∂

=
∂θ ∂ ∂θ

. (1.43) 

В общем случае величины ib  представляют компоненты ковариант-
ного тензора первого ранга, если они преобразуются по правилу 

 
j

i ji
xb' b∂

=
∂θ

. (1.44) 

Здесь ib'  являются компонентами ковариантного вектора в системе 
координат iθ , а ib  – компонентами в системе .ix  Ковариантные тензоры 
второго ранга подчиняются закону преобразования 

 
r s

ij rsi j
x xB B∂ ∂′ =
∂θ ∂θ

. (1.45) 

Ковариантные тензоры более высоких рангов и смешанные тензоры 
определяются аналогично, например: 

 
r n q

r m
sp nqm s p

x xT' T
x⋅ ⋅
∂θ ∂ ∂

=
∂ ∂θ ∂θ

. (1.46) 

Система координат, для которой квадрат бесконечно малого элемен-
та длины имеет вид 

 2( ) i id s dx dx= , (1.47) 

называется системой однородных координат. Преобразования, перево-
дящие одну систему однородных координат в другую, называются орто-
гональными. Если в определении тензора участвуют только ортогональные 
преобразования, то такой тензор называется декартовым. Для декарто-
вых тензоров нет различия между контравариантными и ковариантными 
компонентами. Потому в выражениях, содержащих только декартовы 
тензоры, принято использовать лишь нижние индексы. Ортогональным 
линейным преобразованиям координат соответствуют ортогональные 
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матрицы 3
, 1( )ij i jA a == , т. е. такие, для которых элементы ija  удовлетво-

ряют условиям ортогональности 
 ij ik jka a = δ , (1.48) 

где jkδ  – символ Кронекера.  
Компоненты декартовых тензоров первого ранга преобразуются по 

формулам i ij jb' a b= . Аналогично преобразуются декартовы тензоры вто-
рого ранга: 

ij ip jq pqT' a a T= . 

Декартовы тензоры одинакового ранга можно складывать/вычитать 
и умножать на скаляры (эти действия выполняются покомпонентно).  

Внешним произведением двух тензоров любого ранга называется но-
вый тензор, компоненты которого образованы умножением каждой ком-
поненты одного тензора на каждую компоненту другого: 

; ; ;i j ij i jk ijk ij kl ijkl ijk m ijkma b T v F D T v= = α = Φ ε = Θ . 

Ранг полученного тензора равен сумме рангов сомножителей. Свер-
тыванием тензора по двум свободным индексам называется такая опе-
рация, при которой два свободных индекса обозначаются одной буквой 
и, таким образом, становятся индексом суммирования, например: 

11 22 33 1 1 2 2 3 3; ;ii i iT T T T u v u v u v u v= + + = + +  

; ; ; .ij j i ii j j ij ik jk ik jj ikE a b E a c E F G E F H= = = =  

В результате свертывания получается тензор, ранг которого на две 
единицы меньше ранга исходного тензора. Наконец, внутренним произ-
ведением двух тензоров называется результат операции свертывания, 
примененный к внешнему произведению данных тензоров. При этом 
совпадающие индексы должны фигурировать по одному в каждом из со-
множителей, например: 

(символически ); ( ); ( );i i i ik k i ji ja b a E f a E h⋅ = ⋅ = = ⋅ =a b a E f E a h  

( ); ( ).ij jm im ij jm imE F G E E H= ⋅ = = ⋅ = =2E F G E E E H  

Для тензоров четвертого и более высоких рангов пользуются сверт-
ками по нескольким парам индексов. 

Рассмотрим симметричные тензоры второго ранга с действительны-
ми компонентами. Для каждого симметричного тензора ijT , заданного 
в некоторой точке пространства, и для каждого направления в этой точке 
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(характеризуемого единичным вектором in ) существует вектор iv , опре-
деляемый внутренним произведением  
 i ij jT=v n . (1.49) 

Здесь тензор ijT  можно рассматривать как линейный оператор, кото-
рый ставит в соответствие направлению in  вектор iv . Если это направ-
ление таково, что вектор iv  ему параллелен, т. е. 

ij j iT = λn n , 

то направление in  называется главным направлением, или главной осью 
тензора .ijT  Данное соотношение можно записать в виде системы трех ли-
нейных однородных уравнений относительно четырех неизвестных in  и λ : 
 ( λδ ) 0ij ij jT − =n . (1.50) 

Для того чтобы система (1.50) имела нетривиальное решение, опре-
делитель матрицы ее коэффициентов должен быть равен нулю, т. е. 

0ij ijT − λδ = . 

В развернутом виде данное равенство представляет собой кубиче-
ское уравнение относительно λ : 
 3 2I II III 0,T T Tλ − λ + λ − =  (1.51) 
которое называется характеристическим уравнением тензора .ijT  Его 
коэффициенты  

I (след матрицы ( ))T ii ij ijT tr T T= = , 

( )1II ,
2T ii jj ij ijT T T T= −  

III detT ij ijT T= =  

называются соответственно первым, вторым и третьим инвариантами 
тензора ijT . Три корня кубического уравнения (1.51), обозначаемые (1) ,λ  

(2) (3),λ λ , называются главными значениями тензора ijT . У симметричного 
тензора с действительными компонентами главные значения действитель-
ны. Если все они различны, то три главных оси взаимно ортогональны. 
В главных осях матрица тензора приводится к диагональному виду  

 
(1)

(2)

(3)

0 0

0 0

0 0

T

⎛ ⎞λ
⎜ ⎟

= λ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟λ⎝ ⎠

. (1.52) 
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Г л а в а 2 

КОМПОЗИЦИОННЫЕ  МАТЕРИАЛЫ 
 

2.1. Определение  и  классификация 
композиционных  материалов 

 
Молекулярная природа строения вещества достаточно хорошо опи-

сана. Однако во многих исследованиях важно знать не поведение отдель-
ных молекул и характер их взаимодействия, а свойства материала (или 
некоторых его частей) как целого. В этих случаях не учитывают молеку-
лярную структуру вещества, а предполагают, что оно непрерывно рас-
пределено по занимаемому им объему. Данная концепция сплошности 
(называемая также континуальным подходом О. Коши) является основ-
ным постулатом механики сплошной среды. Из этой концепции вытека-
ет, в частности, что рассматриваемые поля выражаются кусочно-непре-
рывными функциями пространственных координат и времени. 

Однородным называется материал, имеющий одинаковые свойства 
во всех точках. Материал является изотропным по отношению к некото-
рому свойству, если это свойство в точке одинаково изменяется по всем 
направлениям. Материал является анизотропным по отношению к тем 
свойствам, которые зависят от направления в точке. Понятие плотности 
вводится для окрестности точки сплошной среды как отношение массы 
к объему. Если в элементе объема VΔ  содержится масса вещества mΔ , 
то средняя плотность вещества внутри VΔ  равна 

ср
m
V

Δ
ρ =

Δ
, 

а плотность в некоторой точке VM Δ∈  задается пределом 

0lim .V
m d m
V dVΔ →

Δ
ρ = =

Δ
 

Массовая плотность ρ  является скалярной величиной. 
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Силы, которые действуют на весь объем сплошной среды, называют-
ся массовыми силами, а те, которые действуют на элемент поверхности, 
будь то часть граничной или любой внутренней поверхности, называются 
поверхностными силами. Силы контактного взаимодействия между тела-
ми (или однородными частями тела) являются поверхностными силами. 

Под композиционным материалом (композитом) понимают струк-
туру, созданную из двух или большего числа фрагментов некоторых ма-
териалов, смешанных определенным образом. Свойства каждой состав-
ной части композита определяют свойства материала в целом. Таким об-
разом, композит – это материал, заведомо обладающий неоднородными 
физическими свойствами (иными словами, композиционный материал 
представляет собой гетерогенную среду). Более содержательным является 
следующее определение: композиционный материал – это математиче-
ская модель, описываемая с помощью разрывных по координатам мате-
риальных функций определяющих соотношений. Чаще всего рассматри-
вается случай, когда указанные функции кусочно-непрерывны, т. е. композит 
состоит из конечного числа однородных частей. 

В композиционном материале выделяют матрицу (основной компо-
нент или связующее) и включения (или армирующие элементы). Те или 
иные свойства композиционного материала определяются соотношением 
свойств компонентов, а также прочностью связей между компонентами. 
При этом роль играют не только определенные физические характери-
стики фрагментов и способы их объединения, но и геометрические осо-
бенности матрицы и включений (такие, как форма и взаимное располо-
жение). В результате объединения матрицы и включений в единое целое 
образуется материал, обладающий новыми свойствами, которых не име-
ют его фрагменты. 

Различают два основных типа композиционных материалов – компо-
зиционные материалы с металлической и неметаллической матрицей. 
Материалы первого типа состоят из металлической матрицы, упрочненной 
(армированной) высокопрочными волокнами (волокнистыми материа-
лами) или тонкодисперсными тугоплавкими частицами, не растворяю-
щимися в основном металле (дисперсно-упрочненными материалами). 
Металлическая матрица связывает волокна (дисперсные частицы) в еди-
ное целое.  

Для материалов второго типа в качестве неметаллических матриц 
используют полимерные, углеродные и керамические материалы. Мат-
рица связывает композицию, придавая ей форму. Упрочнителями служат 
различные волокна: стеклянные, углеродные, борные, органические, на 
основе нитевидных кристаллов (оксидов, карбидов, боридов, нитридов и 
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других), а также металлические (проволоки), обладающие высокой 
прочностью и жесткостью. Армирующие элементы могут быть в виде 
волокон, жгутов, нитей, лент, многослойных тканей. Чем выше проч-
ность и модуль упругости волокон, тем выше прочность и жесткость 
композиционного материала. Свойства матрицы определяют прочность 
композиции относительно сдвигов и сжатия и сопротивляемость устало-
стному разрушению.  

По виду упрочнителя композиционные материалы классифицируют 
на стекловолокниты, карбоволокниты с углеродными волокнами, боро-
волокниты и органоволокниты. В слоистых материалах волокна, нити, 
ленты, пропитанные связующим материалом, укладываются параллельно 
друг другу в плоскости укладки. Плоские слои собираются в пластины. 
Такие композиционные материалы обладают анизотропными свойства-
ми. Для использования материала в изделии важно учитывать направле-
ние действующих нагрузок. Можно создать новые материалы как с изо-
тропными, так и с анизотропными свойствами. При укладке волокон под 
разными углами свойства композиционных материалов будут разными. 
От порядка укладки слоев по толщине пакета зависят изгибные и кру-
тильные жесткости материала. Применяется укладка упрочнителей из 
трех, четырех и более нитей. Наибольшее применение имеет структура 
из трех взаимно перпендикулярных нитей. Упрочнители могут распола-
гаться в осевом, радиальном и окружном направлениях. Трехмерные ма-
териалы бывают любой толщины в виде блоков или цилиндров.  

Классификация композиционных материалов. Волокнистые ком-
позиционные материалы. Композиты с волокнистым наполнителем (уп-
рочнителем) по механизму армирующего действия делят на дискретные 
и материалы с непрерывным волокном.  

Дискретные волокна располагаются в матрице хаотично. Диаметр 
волокон – от долей до сотен микрометров. Чем больше отношение длины 
к диаметру волокна, тем выше степень упрочнения. Часто композицион-
ный материал представляет собой слоистую структуру, в которой каждый 
слой армирован большим числом параллельных непрерывных волокон.  

В композиционных материалах слои можно армировать также не-
прерывными волокнами, сотканными в ткань, которая представляет со-
бой исходную форму, по ширине и длине соответствующую конечному 
материалу. Нередко волокна сплетают в трехмерные структуры. Приме-
нение композиционных материалов повышает жесткость конструкции 
при одновременном снижении ее металлоемкости.  

Прочность волокнистых композиционных материалов определяется 
свойствами волокон; роль матриц в основном заключается в перераспре-
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делении напряжений между армирующими элементами. Поэтому проч-
ность и модуль упругости волокон должны быть значительно больше, 
чем прочность и модуль упругости матрицы. Жесткие армирующие во-
локна воспринимают напряжения, возникающие в композиционном ма-
териале при нагрузке, придают ей прочность и жесткость в направлении 
ориентации волокон. Металлические волокна используют и в тех случа-
ях, когда требуются высокие теплопроводность и электропроводимость. 
Композиционные материалы на металлической основе обладают высо-
кой прочностью и жаропрочностью, однако они малопластичны. В то же 
время волокна в композиционных материалах снижают скорость распро-
странения трещин, зарождающихся в матрице. При этом практически 
полностью исключено внезапное хрупкое разрушение.  

Отличительными особенностями волокнистых одноосных компози-
ционных материалов являются анизотропия механических свойств вдоль 
и поперек волокон и малая чувствительность к концентраторам напря-
жения. Однако необходимо учитывать, что матрица может передавать 
напряжения волокнам только в том случае, когда существует прочная 
связь на поверхности раздела армирующее волокно – матрица. Волокна 
должны располагаться в матрице таким образом, чтобы между ними не 
было контакта. Матрица и волокно не должны между собой взаимодей-
ствовать (должна отсутствовать взаимная диффузия) при изготовлении и 
эксплуатации, так как это может привести к понижению прочности ком-
позиционного материала. Анизотропия свойств волокнистых компози-
ционных материалов учитывается при конструировании деталей для оп-
тимизации свойств путем согласования поля сопротивления с полями 
напряжения. Основным недостатком композиционных материалов с од-
но- и двумерным армированием является низкое сопротивление меж-
слойному сдвигу и поперечному обрыву. 

В отличие от волокнистых композитов в дисперсно-упрочненных 
композиционных материалах матрица является основным элементом, не-
сущим нагрузку, а дисперсные частицы тормозят движение в ней дисло-
каций. Прочность и жаропрочность в зависимости от объемного содержания 
упрочняющих фаз не подчиняются закону аддитивности. Дисперсно-
упрочненные композиционные материалы, так же как волокнистые, 
стойки к разупрочнению с повышением температуры и длительности 
выдержки при данной температуре.  

Стекловолокниты – это композиты, состоящие из синтетической 
смолы, являющейся связующим, и стекловолокнистого наполнителя. 
В качестве наполнителя применяют короткое непрерывное стекловолок-
но. Прочность стекловолокна резко возрастает с уменьшением его диа-
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метра (благодаря снижению числа неоднородностей и трещин, возни-
кающих в толстых сечениях). Неориентированные стекловолокниты со-
держат в качестве наполнителя короткое непрерывное волокно. Это по-
зволяет прессовать детали сложной формы, с металлической арматурой. 
Материал получается с изотопными прочностными характеристиками, 
намного более высокими, чем у пресс-порошков и даже волокнитов. 
Ориентированные стекловолокниты имеют наполнитель в виде длин-
ных волокон, располагающихся ориентированно отдельными прядями и 
тщательно склеивающихся связующим, что обеспечивает более высокую 
прочность таких композитов. 

Карбоволокниты, или углепластики, представляют собой компози-
ты, состоящие из полимерного связующего (матрицы) и упрочнителей 
в виде углеродных волокон (карбоволокон). В отличие от стеклянных 
волокон, карбоволокна плохо смачиваются связующим полимером (низ-
кая поверхностная энергия). Применяются также пространственно арми-
рованные структуры. Связующими служат синтетические полимеры – 
полимерные карбоволокниты. Карбоволокниты отличаются высоким 
статистическим и динамическим сопротивлением усталости, сохраняют 
это свойство при нормальной и очень низкой температуре (высокая теп-
лопроводность волокна предотвращает саморазогрев материала за счет 
внутреннего трения). Они водо- и химически стойкие. 

Карбоволокниты с углеродной матрицей, или коксованные материа-
лы, получают из обычных полимерных карбоволокнитов, подвергнутых 
пиролизу в инертной или восстановительной атмосфере. Образующийся 
при пиролизе связующего компонента кокс имеет высокую прочность 
сцепления с углеродным волокном. В связи с этим такой композицион-
ный материал обладает высокими механическими свойствами, стойко-
стью к термическому удару.  

Органоволокниты представляют собой композиционные материалы, 
состоящие из полимерного связующего и упрочнителей (наполнителей) 
в виде синтетических волокон. Такие материалы обладают малой массой, 
сравнительно высокими удельной прочностью и жесткостью, стабильны 
при действии знакопеременных нагрузок и резкой смене температуры. 
Для синтетических волокон потери прочности при текстильной перера-
ботке небольшие; они малочувствительны к повреждениям. В органово-
локнитах значения модуля упругости и температурных коэффициентов 
линейного расширения упрочнителя (включения) и связующего (матри-
цы) близки. Происходят диффузия компонентов матрицы в волокно и 
химическое взаимодействие между ними. Механические свойства орга-
новолокнитов устойчивы при резком перепаде температур, действии 
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ударных и циклических нагрузок. Недостатком этих материалов является 
сравнительно низкая прочность при сжатии и высокая ползучесть (осо-
бенно для эластичных волокон). Органоволокниты устойчивы в агрес-
сивных средах и во влажном тропическом климате; диэлектрические 
свойства у них высокие, а теплопроводность низкая. В комбинированных 
материалах наряду с синтетическими волокнами применяют минераль-
ные (стеклянные, карбоволокна и бороволокна). Такие материалы обла-
дают большей прочностью и жесткостью. 

 
2.2. Примеры  композиционных  материалов 

 
В композиционном материале размеры включений и расстояния ме-

жду ними обычно велики по сравнению с молекулярными, а с другой 
стороны – малы по сравнению с характерными размерами задачи. Такой 
композит однороден в макроскопическом масштабе (в масштабе разме-
ров рассматриваемого тела), но неоднороден в микроскопическом мас-
штабе. Если все размеры включений имеют одинаковый порядок, то та-
кие включения называются зерном или дисперсными частицами, а сам 
композит – дисперсным или гранулированным.  

В случае сильно вытянутых включений (т. е. когда один из размеров 
включений существенно больше других) говорят о волокнах и соответст-
венно – волокнистых композитах. При изготовлении таких композитов 
применяют волокна, объединенные в монолитный материал с помощью 
податливого компонента – матрицы (часто полимера). Такой волокни-
стый композит сохраняет многие свойства, присущие исключительно во-
локнам. 

Если включения представляют собой параллельные цилиндры (не-
обязательно с круговыми основаниями), а свойства композита одинаковы 
на каждой из плоскостей, ортогональной образующим цилиндров, то в этом 
случае говорят о двумерных композитах (2D-композитах). Задачи для 
таких композиционных материалов формулируются в виде задач для 
функций двух переменных (или функций комплексной переменной). В ка-
честве плоскости, на которой изменяются эти переменные, берется одна 
из фиксированных плоскостей, ортогональных образующим цилиндров. 
Слоисто-волокнистые композиты состоят из однонаправленных слоев 
с различной ориентацией волокон. 

Собранный из волокнистых параллельных достаточно тонких слоев 
композиционный материал носит название ламината. Созданный таким 
способом материал может обеспечивать широкий спектр заданных ин-
женерных свойств, таких как продольная и поперечная жесткость, проч-
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ность, коэффициент распространения тепла (коэффициент теплопровод-
ности) и т. д. Отдельные слои состоят из высокомодульных, высоко-
прочных волокон. Эти слои обычно либо ортотропны (т. е. сохраняют 
основные свойства в ортогональном направлении), либо трансверсально 
изотропны (т. е. имеют изотропные свойства на трансверсальных плос-
костях). В обоих случаях полученный ламинат является анизотропным. 
Основные его свойства либо ортотропны, либо квазиизотропны. Квази-
изотропные материалы обладают изотропными (т. е. независимыми от 
направлений) продольными характеристиками, которые не сохраняются 
в направлении склеивания.  

Классическая теория ламинатов говорит о том, что механические ха-
рактеристики любого ламинатного композита являются комбинацией 
продольных характеристик и характеристик склеивания. Предполагается, 
что склеивание слоев происходит по принципу идеального контакта, что 
каждый слой представляет собой однородный материал с известными 
эффективными свойствами, которые могут быть изотропными, орто-
тропными или трансверсально изотропными. Кроме того, каждый слой 
находится в состоянии плоского напряжения, и ламинат деформируется 
согласно закону Кирхгофа для тонких пластин. 

Можно привести также примеры более сложных композиционных 
материалов, обладающих в некотором смысле периодической структу-
рой. К ним относятся композиционные материалы со сферическими от-
верстиями, периодически расположенными вдоль некоторой фиксиро-
ванной плоскости в трехмерном пространстве. Встречаются также ком-
позиционные материалы с включениями, образующими «лес», «забор», 
«балки» или «решетки». Композиционные материалы с матрицей из по-
ристого материала могут быть упрочнены (армированы) плоскими раз-
нонаправленными включениями. 

Рассмотрим некоторые примеры композиционных материалов. 
Пример 2.1. Сферические отверстия, периодически распределенные 

в пространстве 3R . 
Рассмотрим плоскость 2R  с отверстиями, периодически распреде-

ленными на некотором одномерном многообразии в плоскости 2R . Для 
простоты предположим, что это многообразие представляет собой пря-
мую 2 0x =  на плоскости 1 2x Ox , и будем рассматривать только круговые 
отверстия. Другими словами, построим на прямой 2 0x =  решетку с ячей-
кой размером ε2 . Каждый узел этой решетки – это центр круга радиусом 
bε  на плоскости 2R . Это определяет отверстия iT ε .  
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Данную конструкцию можно описать другим способом. Заполним 

полосу 2x ≤ ε  кубами iPε  пространства 3R  со сторонами, параллельны-
ми координатным осям, длина которых равна ε2 , и расположим в центре 
каждого такого куба маленький шар iT ε  радиусом bε . Матрицей компо-
зита является заданная область с отверстиями iT ε  (рис. 2.1). 

Пример 2.2. Цилиндры, распределенные как лес или как забор. 
Рассмотрим случай, когда отверстия являются цилиндрами беско-

нечной длины с образующими, параллельными оси 3x . Пересечением 
данных цилиндров с плоскостью { }3 0x =  будут являться сферы про-

странства 2R  радиусом aε , которые периодически распределены в объе-
ме пространства 2R .  Если эти отверстия рассматривать как стволы де-
ревьев (бесконечной длины), то мы получаем лес цилиндров (рис. 2.2.). 

Так же можно рассмотреть случай цилиндрических отверстий, рас-
пределенных как забор. Цилиндры с образующими, параллельными оси 

3x , расположены вдоль плоскости { }1 0x =  (рис. 2.3). 
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Пример 2.3. Балки и сетки. 
Из примера цилиндров, распределенных как лес, можно получить 

трехмерную балку. Она представляет собой связное отверстие в 3R , по-
лученное объединением цилиндров радиусом aε  и расположенное по все-
му краю решетки в пространстве 3R , с ячейкой размера ε2  (рис. 2.4). 

Аналогично пересечением цилиндров, распределенных как забор, 
можно получить отверстие в пространстве в форме решетки (рис. 2.5).  



 35

2.3. Математические  задачи 
для  композиционных  материалов 

 
Данные задачи для композиционных материалов имеют различный 

характер. Прежде всего необходимо построить математическую модель 
композиционного материала относительно того или иного физического 
параметра (например, тепло- и электропроводность, упругие свойства, 
износоустойчивость, вязкость).  

Математическая модель включает описание физических полей внут-
ри каждой из компонент, выраженных уравнениями состояния. Кроме 
того, характеризуется внешняя среда – в форме граничных условий на 
внешней границе материала. Наконец, указывается способ и характер 
объединения фрагментов в форме условий сопряжения на границе разде-
ла матрица – включения.  

Исследование математической модели в основном заключается в опре-
делении характеристик композиционного материала как единого целого 
(прямая задача), называемых также эффективными характеристиками 
композиционного материала.  

Зачастую решается не прямая, а обратная задача, состоящая в том, 
чтобы сформировать композиционный материал с предписанными свой-
ствами. К таким задачам, например, относятся задачи оптимального ди-
зайна, которые заключаются в определении формы, размеров и местопо-
ложения включений в композите, обеспечивающих оптимальные (мини-
мальные или максимальные) значения рассматриваемых характеристик 
материала в целом. 

Специальный класс задач для композиционных материалов образу-
ют задачи исследования двумерных композиционных материалов. Для 
решения таких задач широко используют методы теории функций ком-
плексного переменного. 

Распространенным методом качественного исследования свойств 
композиционных материалов является метод гомогенизации, или осред-
нения. Суть его состоит в том, что характеристики исследуемого компо-
зиционного материала определенным образом усредняются. На основе 
усредненных характеристик удается получить описание свойств мате-
риала в целом, хотя при этом теряется информация о значениях некото-
рых параметров, характеризующих поведение материала на микроуровне. 

Микроструктура композита во многих случаях близка к периодиче-
ской, что дает возможность использовать при их исследовании методы 
осреднения (гомогенизации) процессов в периодических средах. Исполь-
зование таких методов сводит суть расчета к решению локальной задачи 
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для одной ячейки периодичности и к решению глобальной задачи для 
однородного тела с осредненными (эффективными) постоянными, кото-
рые вычисляются на основе решения локальной задачи. Кроме того, ис-
пользуя решение локальной задачи, можно приближенно описать ло-
кальные физические поля в пределах отдельной ячейки, что позволяет 
вычислить оптимальную интенсивность внешних полей. 
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Г л а в а 3 

ПОЛЯ  В  КОМПОЗИТАХ 
 

3.1. Основные  законы  механики  сплошной  среды 
 
Всякий материальный континуум обладает характеристикой, назы-

ваемой массой. Суммарная масса некоторой части сплошной среды, за-
нимающей в момент времени t  объем ,V  выражается интегралом 

 ( , ) ,
V

m t dV= ρ∫ x  (3.1) 

где ),( txρ  – непрерывная функция координат, называемая плотностью. 
Закон сохранения массы утверждает, что масса выделенной части 

среды остается постоянной. Отсюда следует, что материальная произ-
водная интеграла (3.1) равна нулю. Напомним, что под материальной 
производной понимается скорость изменения рассматриваемой величи-
ны во времени, измеренной наблюдателем, движущимся вместе с инди-
видуальной частицей. В случае материальной производной массы имеем:  

 

 
3

1
( , ) k

kkV V

dvdm d dt dV dV
dt dt dt d x=

⎡ ⎤ρ
= ρ = + ρ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ ∫x =0. (3.2) 

Поскольку это равенство верно для любого выделенного объема ,V  
то подынтегральное выражение равно нулю, т. е. 

 
3

,
1

0k k
k

d v
dt =

ρ
+ ρ =∑ ,   или   ( ) 0d

dt
ρ ρ+ ∇ ⋅ =v . (3.3) 

Это уравнение называется уравнением неразрывности (непрерывно-
сти). Преобразовывая оператор материальной производной, последнее 
уравнение можно записать в равносильной форме (считая, что локально, 
т. е. в сколь угодно малом объеме, плотность не зависит от x ): 

 ( ) 0
t

∂ρ
+∇ ⋅ ρ =

∂
v . (3.4) 
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В несжимаемой среде плотность массы каждой частицы не зависит 

от времени, т. е. 0=
ρ
td

d , и уравнение (3.3) принимает вид: 

 0div =v . (3.5) 
В этом случае поле скоростей ),( txv  является потенциальным, т. е. 

может быть представлено в форме: 
 ,s= ∇×v  (3.6) 
где скалярная функция ),( ts x  называется потенциалом поля v . 

Уравнение неразрывности можно записать в лагранжевой или мате-
риальной форме. Для сохранения массы требуется, чтобы выполнялось 
соотношение 
 

0

0 0( ,0) ( , ) ,
V V

dV t dVρ = ρ∫ ∫X x  (3.7) 

где движение частиц описывается уравнениями ),( tXxx = , дающими 
положение x  в текущий момент времени t  той частицы, которая зани-
мает в момент времени 0=t  положение X . Оба интеграла в (3.7) бе-
рутся относительно одной и той же совокупности частиц, т. е. объем V  
занимает в момент времени t  ту часть среды, которая в момент време-
ни 0=t  занимала объем 0V . Плотность массы в объеме 0V  обозначается 

0( ,0)ρ X . Интеграл в левой части (3.7) можно преобразовать следую-
щим образом: 

0 0

0 0 0 0 0( ,0) ( ( , ), ) ( , )
V V V

dV t t J dV t J dVρ = ρ = ρ∫ ∫ ∫X x X X , 

где i

j

xJ
X
∂

=
∂

 – якобиан преобразования координат. В силу произвольно-

сти выделенного объема имеем 

0 .Jρ = ρ  
Это означает, что произведение Jρ  не зависит от времени, т. е. 

 ( ) 0.d J
dt

ρ =  (3.8) 

Это уравнение называется лагранжевой дифференциальной формой 
уравнения неразрывности. 

При рассмотрении явлений в различных областях физики часто об-
наруживаются общие черты этих явлений. Это приводит к тому, что при 
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математической формулировке задачи получаются одни и те же уравне-
ния, описывающие различные физические процессы. Например, по-
скольку в случае теплопроводности и электропроводности постановка 
математических задач эквивалентна, то достаточно рассматривать один 
вид проводимости.  

Приведем описание закона сохранения энергии в терминах распро-
странения тепла. Любая проводимость предполагает, что поток частиц 
проходит через некоторую среду. Пусть e  – векторное поле в некоторой 
области 3RΩ⊆ , 1 2 3( , , )x x x= ∈Ωx . Обозначим через 1 2 3( , , )q q q=q  теп-
ловой поток, пересекающий некоторую поверхность, т. е. количество те-
пла, проходящего через заданную поверхность в единицу времени. По-
ток удовлетворяет так называемому кинетическому уравнению 
 .0=⋅∇ q  (3.9) 

Уравнение (3.9) соответствует закону сохранения энергии: суммар-
ное число материальных частиц, пересекающих границу некоторой об-
ласти снаружи и изнутри, равно нулю. Это означает отсутствие источни-
ков и стоков в области Ω . 

Если предположить наличие источников или стоков в области Ω  
с заданной плотностью их распределения ( )xf , то уравнение (3.9) при-
нимает более общий вид: 
 ( ) ., Ω∈=⋅∇ xxq f  (3.10) 

В этом случае поле не является потенциальным, и говорят, что раз-
ность между числом материальных частиц, пересекающих границу об-
ласти снаружи и изнутри, равна плотности источников (стоков) в этой 
области. 

При исследовании композиционных материалов используются также 
и другие законы механики сплошной среды – закон сохранения импуль-
са, законы сохранения моментов и т. п. 

 
3.2. Физические  законы  для  различных  полей 

 
Приведем наиболее характерные примеры описания различных век-

торных полей в композиционных материалах. 
Задача о теплопроводности для композиционного материала. 

Распространение температуры описывается двумя величинами: скаляр-
ной (температурным полем 1 2 3( , , , )T T t x x x= ) и векторной (тепловым 
потоком 1 2 3( , , , )t x x x=q q ), которые зависят как от времени ,t  так и от 
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пространственных координат 1 2 3( , , )x x x=x . Температурное поле в изо-
тропном теле описывается уравнением теплопроводности 

 
i i

T Tc D
t x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= λ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (3.11) 

Рассмотрим композиционный материал как изотропную и макроод-
нородную структуру, у которой объемная удельная теплоемкость c  (т. е. 
теплоемкость единицы объема) и коэффициент теплопроводности λ  яв-
ляются быстро осциллирующими функциями пространственных коорди-
нат x  (периодическими в случае периодических композиционных мате-
риалов). Напомним, что материал называется изотропным, если его 
свойства (в данном случае – проводящие) не зависят от направления 
в пространстве, т. е. меняются одинаково во всех направлениях. Матери-
ал называется макрооднородным, если его свойства постоянны в каждой 
точке среды (но не обязательно постоянны относительно изменения ко-
ординат). Величина D  в уравнении (3.11) представляет собой плотность 

источников/стоков тепла. В стационарном случае 0≡
∂
∂

t
T . 

Задача о теплопроводности для периодического композиционно-
го материала. В случае периодического материала его однородные час-
ти повторяются периодически в пространстве. С точки зрения уравнения 
(3.11) это означает, что удельная теплоемкость c  и коэффициент тепло-
проводности λ  являются также и периодическими функциями простран-
ственной переменной .x   

Для математического описания процессов теплопроводности исполь-
зуют модель механики сплошной среды, геометрически описываемой 
периодически повторяющимися идентичными элементами. Такую гео-
метрическую интерпретацию можно построить параллельным переносом 
ячейки периодичности Ω . В этом случае среду называют Ω -периоди-
ческой. В одномерном случае Ω -периодическая среда соответствует сло-
истым композитам. В двумерном случае в качестве периодической ячей-
ки рассматривают параллелограмм (прямоугольник). Характерная ячейка 
периодичности в трехмерном случае – это параллелепипед. 

Аналогичные рассуждения можно провести для других полей. При 
этом меняются только уравнения физических законов. 

Электромагнитное поле в композиционных материалах. При ре-
шении задачи о распределении электромагнитного поля в композиционных 
материалах предполагается, что физические параметры среды неодно-
родны в микроскопическом масштабе и однородны в макроскопическом 
масштабе. К таковым параметрам относятся диэлектрическая проницае-
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мость ε , магнитная проницаемость μ  и коэффициент электропроводно-
сти σ . Электромагнитное поле в такой среде описывается уравнениями 
Максвелла 

ij= +H D jrot , 

ij= −E Brot  

и уравнением состояния  
, ,= ε = μ = σD E B H j E , 

где векторы HE,  – векторы напряженности электрического и магнитно-
го поля; BD,  – векторы электрической и магнитной индукции; ijDj,  – 
плотности тока проводимости и тока смещения. 

Задача о нагреве композиционного материала в электромагнит-
ном поле. Объемный нагрев композита с локальным тепловыделением, 
зависящим от электрофизических свойств компонентов, может сопрово-
ждаться местными перегревами, которые могут повлечь нежелательные 
изменения качеств материала. В связи с этим рассматривается задача 
о расчете температурных полей в композиционных материалах, находя-
щихся во внешнем высокочастотном электромагнитном поле. 

Температурное поле T  в композите описывается уравнением тепло-
проводности (3.11), в котором фигурирует усредненная по периоду коле-
баний электрического поля удельная плотность джоулевых источников 
тепла .D  Предполагается также, что композит нагревается электромаг-
нитным полем (высокочастотным полем с медленно меняющейся ампли-
тудой), которое описывается формулами вида 
 ( ) ( ) .i tt e− ω= χE E x  (3.12) 

Осредненная плотность джоулевых источников тепла D  вычисляет-
ся исходя из решения задачи электродинамики. 

Двумерная задача о нагреве (волокнистого) композита в элек-
тромагнитном поле. Если матрица и включения (волокна) композита 
изотропны, то температурное поле T  в волокнистом однонаправленном 
композите при нагреве в высокочастотном электромагнитном поле опи-
сывается двумерным уравнением теплопроводности (3.11) (зависимость 
от 3x  исключается) с быстро осциллирующими коэффициентами и ус-
редненной по периоду колебаний электрического поля удельной плотно-
стью джоулевых источников тепла .D  Волокнистый композит нагревается 
квазиустановившимся высокочастотным электромагнитным полем с мед-
ленно меняющейся амплитудой, которое описывается равенством (3.12), 
в котором также 1 2( , )x x=x .  



 42

Электрическое поле определяется в результате решения задачи элек-
тромагнетизма. Кроме того, вычисляется удельная плотность источников 
тепловыделения .D  

Звуковые волны бесконечно малой амплитуды в идеальной среде. 
Классическая акустика – это часть механики сплошных сред, изучающая 
колебательные и волновые процессы в том случае, когда длины волн ве-
лики по сравнению с межмолекулярным расстоянием. Линейная акусти-
ка изучает процессы распространения волн бесконечно малой амплиту-
ды, для которых справедлив принцип суперпозиции. В этом случае речь 
идет об акустических или звуковых волнах, обусловленных упругими 
силами, возникающими при деформации среды. Звуковая волна, распро-
страняющаяся в жидкости, характеризуется тремя параметрами: избы-
точным давлением 0p p p′= −  (где 0,p p′  – возмущенное и равновесное 
давление соответственно), колебательной скоростью частиц жидкости v  
и избыточной плотностью или отклонением плотности среды 0′ρ = ρ −ρ . 

Движение идеальной жидкости или газа в неподвижной системе ко-
ординат описывается при наличии массовых сил F  уравнением Эйлера 

 1i i
j i

j i

v v pv F
t x p x
′ ′ ′∂ ∂ ∂
+ + =

′∂ ∂ ∂
, (3.13) 

уравнением неразрывности 

 0i

i

v
t x

′ ′′ ∂ρ∂ρ
+ =

∂ ∂
 (3.14) 

и уравнением состояния в виде условия баротропии 
 )(ρ′=′ fp . (3.15) 

Для идеального газа в предположении адиабатичности процесса рас-
пространения волн условие баротропии берется в виде адиабаты Пуассона: 

0
0

p p
γ

⎛ ⎞ρ′ = ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
. 

Движение вязкой жидкости в пористой среде. По определению 
в вязкой изотропной жидкости компоненты тензора напряжений опреде-
ляются соотношениями 

σ δ τ ,ij ij ijp= − +  

 ,τ λ δ 2με ,ij k k ij ijv= +  (3.16) 

где p  – давление; ijτ  – сдвиговые напряжения; , ,k
k k k

k

vv v
x
∂

=
∂

– компонен-

ты вектора v  – скорости движения жидкости; ( ), , / 2ij i j j iv vε = +  – тензор 
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скорости деформации; μλ,  – коэффициенты Ламе. Линейная зависи-
мость, связывающая сдвиговые напряжения в вязкой жидкости со скоро-
стями движения жидкости носит название закона Навье – Стокса. Под-
становка соотношений (3.16) в уравнения движения сплошной среды  

 ,
i

i ij j
dv F p
dt

ρ = ρ + ,  

где iF  – компоненты вектора массовой силыF , приводит к уравнениям 
Навье – Стокса: 

 , , , ,

, , ,

( )

( ) ,
i i i ij k kj ij i jj j ij

i i k ki i kk

dv F p v v v

F p v v

ρ = ρ − δ + λ δ + μ + =

= ρ − + λ + μ + μ
  

в которых 

 ,
i i

k i k
dv v v v
dt t

∂
= +
∂

.  

При этом в последней формуле второе нелинейное слагаемое (так 
называемую конвективную скорость) можно опустить, если скорость 
движения жидкости такова, что число Рейнольдса μρ= /Re dV  (V  - ха-
рактерная скорость течения жидкости; d  – характерный размер тела) мало 
по сравнению с единицей. Напомним, что μρ= /Re dV , где V  – харак-
терная скорость течения жидкости; d  – характерный размер тела; μ  – 
динамический коэффициент Ламе. В таком случае нелинейное уравнение 
Навье – Стокса переходит в уравнение Стокса. 

В векторной форме уравнение Навье – Стокса имеет вид 

 2ρ ρ μ (μ λ) divp
t

∂
+ ⋅∇ = − + ∇ + +

∂
v v v F grad v grad v , (3.17) 

а уравнение Стокса: 

 2ρ ρ μ (μ λ) divp
t

∂
= − + ∇ + +

∂
v F grad v grad v . (3.18) 

Коэффициент μ  носит название динамического коэффициента вязко-
сти, в отличие от кинематического коэффициента вязкости ν /ρ.p=  

Для сжимаемой жидкости уравнения (3.17), (3.18) дополняются урав-
нением неразрывности 

 ( )ρ ρdiv div 0d p p
dt t

∂
+ = + =

∂
v v . (3.19) 

Для несжимаемой жидкости уравнение неразрывности переходит 
в уравнение 
 div 0=v . (3.20) 
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Таким образом, в уравнениях Навье – Стокса (3.17) и Стокса (3.18) 
для несжимаемой жидкости последнее слагаемое можно опустить. Сле-
довательно, движение несжимаемой вязкой жидкости описывается од-
ним динамическим коэффициентом вязкости μ .  

При рассмотрении очень медленного движения жидкости в каналах 
пористого тела можно считать это движение установившимся и перейти 
фактически к уравнениям Стокса в равновесной форме: 

 2ρ μp= − ∇F grad v . (3.21) 

Последнее уравнение вместе с условием несжимаемости (3.20) опи-
сывает распределение давления и скоростей жидкости во всем объеме 
тела Ω , точнее в жидкой его части fΩ .  

Линейная задача теории упругости композиционных материалов 
периодической структуры. Рассмотрим линейную динамическую зада-
чу для упругого тела с периодической структурой. Пусть тело занимает 
ограниченную область Ω , состоящую из периодически повторяющихся 
ячеек Y  – параллелепипедов со сторонами , 1, 2, 3,il iε =  где ε  – малый 
параметр. Состояние материальной частицы с координатой x  в момент 
времени t  описывается уравнением 

 
2

2
iji

i
j

u F
xt

∂σ∂
ρ = +

∂∂
. (3.22) 

Предположим, что на одной части границы Ω∂  заданы силы *
ip , а на 

другой заданы перемещения *
iu : 

 *
ij j in pσ = , *

ii uu = . (3.23) 
 

В начальный момент времени 0=t  перемещения и скорости равны 
нулю: 

 ( ,0) 0iu =x , 0)0,(
=

∂
∂

t
ui x . (3.24) 

Напряжения, деформации и перемещения связаны законом Гука и 
формулами Коши: 

 1,
2

ji
ij ijkl kl ij

j i

uuc e e
x x

⎛ ⎞∂∂
σ = = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (3.25) 

Здесь коэффициенты упругости ijklc  образуют положительно опреде-
ленный и симметричный ( ijkl jikl ijlk klijc c c c= = = ) тензор четвертого порядка. 
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Заданные силы (массовые iF  и поверхностные *
ip ) являются функ-

циями глобальных координат x , поскольку они не связаны с микронеод-
нородностью материала. С другой стороны, плотность ρ  и коэффициен-
ты упругости ijklc  можно рассматривать как -Y периодические функции 
от локальных координат ε= /xy . Неоднородность материала проявляет-
ся только на микроуровне (в масштабах ячейки периодичности), на мак-
роуровне материал можно считать однородным. 

 
3.3. Краевые условия на границе раздела сред 

 
В разделе 3.2 приведено описание различных физических полей 

в однородных компонентах композиционных материалов как в неста-
ционарном, так и в стационарном случаях. Однако макроскопические 
(эффективные) свойства композитов определяются не только внутрен-
ним состоянием их отдельных частей, но также и условиями на границе 
раздела сред. 

Подробное описание возможных условий дано на примере задачи 
о теплопроводности композиционных материалов. 

На границе Γ  раздела фаз композита (на поверхности контакта мат-
рицы и включений) зачастую принимается условие идеального контакта – 
непрерывность температуры при переходе через Γ  и непрерывность 
нормальной составляющей потока при переходе через Γ . Данные усло-
вия могут быть записаны в следующей форме: 

 [ ] [ ]0, 0n i
i

TT n
xΓ Γ

Γ

⎡ ⎤∂
= = λ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

q , (3.26) 

где [ ] Γ⋅  означает величину скачка через Γ  в направлении внешней нор-
мали, а 1 2 3( , , )n n n=n  – единичный вектор внешней нормали к Γ . На от-
дельных участках внешней поверхности композита (тела S ) могут быть 
заданы различные граничные условия: 

• распределение температуры 
1 0ST T= , если, например, на данном 

участке происходит интенсивный теплообмен, так что температура на 
поверхности близка к температуре внешней среды 0T ; 

• внешний поток тепла 
2

2

,2n S i n
i S

T n
x
∂

= λ =
∂

q q , если, например, близ-

ко к этой части поверхности расположен высокотемпературный источ-
ник тепла; 
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• условие теплоизоляции 
3

0n S =q , которое часто задается в плоско-
сти симметрии при равномерном нагревании поверхности тела; 

• условие теплообмена по закону Ньютона 
4 0( )n S T T= β −q , приме-

няемое при исследовании теплопередачи на поверхности тела, обтекае-
мого потоком жидкости или газа. 

Специальные условия возникают, когда рассматриваются задачи для 
периодических композиционных материалов. В большинстве этих задач 
предполагают, что краевые условия на границе раздела сред выполняют-
ся в нулевом приближении, при этом основное внимание уделяется рас-
пределению температуры во внутренней части компонентов композита. 
Выделение приближений для краевых условий обычно происходит по 
отношению к так называемому параметру осреднения. 

Локальные задачи электродинамики для периодического компози-
ционного материала решаются с учетом некоторых краевых условий на 
границе Γ  раздела фаз. Эти условия являются следствием того, что про-
водимости фаз композита являются конечными величинами. Для нулево-
го приближения они имеют вид 
 [ ] | 0,Γ ⋅ =B n   

 [ ] 0.iω
Γ

− + ⋅ =D j n  (3.27) 
 

Поскольку задачи определения локальных электрических и магнит-
ных полей решаются независимо друг от друга, то при решении задачи 
о нагреве композита достаточно ограничиться анализом электрических 
полей. В этом случае окончательное выражение для распределения тем-
пературы в композиционном материале получается после подстановки 
решения задачи об электромагнитном поле в формулу решения задачи 
теплопроводности. 

В случае движения вязкой жидкости в пористой среде на границе те-
ла Ω∂  и на границе Γ  раздела жидкой и твердой частей тела могут быть 
поставлены граничные условия, например условие прилипания: 
 0, 0∂Ω Γ= =v v  (3.28) 

или условие непроницаемости (т. е. условие равенства нулю нормальной 
составляющей вектора скорости): 
 0, 0n nv v∂Ω∂Ω Γ= ⋅ = =v n . (3.29) 

Если в случае периодических композиционных материалов ячейка 
периодичности состоит из двух материалов, например волокна и матри-
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цы, то коэффициенты упругости можно считать кусочно-постоянными 
(постоянными для каждой из компонент ячейки). При этом необходимо 
задать условие контакта этих компонентов. Один из возможных вариан-
тов – условие идеального контакта, состоящее в отсутствии внешних по-
верхностных усилий и непрерывности перемещения на границе раздела 
компонентов. 
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Г л а в а 4 
ГАРМОНИЧЕСКИЕ  И  АНАЛИТИЧЕСКИЕ  ФУНКЦИИ. 

КОНФОРМНЫЕ  ОТОБРАЖЕНИЯ 
 

4.1. Гармонические и аналитические функции 
 

Определение 4.1. Вещественно- (или комплексно-) значная функция u  
называется гармонической в области* 3 2R или RD ⊂ ⊂ , не содержащей 
бесконечно удаленной точки, если она удовлетворяет следующим условиям: 

a) определена в D  и имеет внутри D  равномерно непрерывные пер-
вые производные ( 1: R (C), ( )u D u C D→ ∈ ); 

б) имеет внутри D  вторые производные, непрерывные во всякой об-
ласти 1D , компактно вложенной в D  ( DDDDCu ⊂∀∈ 111

2 ,,)( ); 
в) вторые производные во всякой внутренней точке области D  

удовлетворяют уравнению Лапласа 

 
2 2 2

2 2 2 0.u u uu
x y z

∂ ∂ ∂
Δ = + + =

∂ ∂ ∂
 (4.1) 

Функция u  называется гармонической в области eD , внешней к D  и со-
держащей бесконечно удаленную точку, если она удовлетворяет условиям: 

а) 1: R (С), ( )e eu D u C D→ ∈ ; 
б) 2( ), ,e e e eu C D D D D′ ′ ′∈ ∀ ⊂ ; 
в) вторые производные удовлетворяют уравнению Лапласа (4.1.1); 
г) 0),,( →zyxu  при ∞→++= 222 zyxR . 
Теория (вещественнозначных) гармонических функций, определен-

ных в областях на комплексной плоскости, тесно связана с теорией ана-
литических функций. Пусть CD ⊂  – область (открытое связное множе-
ство на комплексной плоскости C ). Говорят, что непрерывная вещест-
веннозначная функция : Ru D →  является гармонической в области ,D  
                                                 

* Под областью в 2C R=  далее всюду понимается открытое связное множество в C . 
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если она имеет в этой области непрерывные первые и вторые частные 
производные и удовлетворяет в D  уравнению Лапласа 

 
2 2

2 2 0u uu
x y

∂ ∂
Δ = + =

∂ ∂
 (4.2) 

или в терминах r  и ϕ  (т. е. для комплексной переменной z , представ-
ленной в экспоненциальной форме iz re ϕ= ): 

2

2 0u uu r r
r r

∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠
. 

Гармоническая в этой же области функция : Rv D →  называется со-
пряженной гармонической для u , если для любого Diyxz ∈+=  выпол-
няются условия Коши – Римана 

 ( ) ( ), ( ) ( ).u v u vz z z z
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.3) 

Если область D  односвязная, то сопряженная гармоническая функ-
ция v  (с точностью до произвольной аддитивной постоянной) определя-
ется через функцию u  в квадратурах: 

 
0

0( ) (ξ, ) ξ ( ,η) η ,
z

z

u uv z y d x d C
y x

∂ ∂
= − + +

∂ ∂∫  (4.4) 

где 0 0 0z x iy D= + ∈  – произвольная фиксированная точка области D , а 
интегрирование проводится по произвольной гладкой кривой, соединяю-
щей точки 0z  и z  и лежащей в области D . В случае многосвязной облас-
ти D  формула (4.4), вообще говоря, приводит к многозначной функции, 
а, следовательно, каждая из функций )()()( zivzuzf +=  может при этом 
оказаться многозначной. 

Из второй формулы Грина (1.25), (1.26) вытекают следующие свойства: 
1. Если функция : Ru D →  является гармонической в области D, то 

для любой простой замкнутой кусочно-гладкой кривой L , лежащей в D,  

 0
L

u ds
n

∂
=

∂∫v .  

2. Если функции , : Ru v D →  являются сопряженными гармонически-
ми в области D, то для любой простой замкнутой кусочно-гладкой кри-
вой L , лежащей в D, 

 0
L

v uu v ds
n n

∂ ∂
− =

∂ ∂∫v .  



 50

3. Если функция : Ru D →  является гармонической в области D, то 
для любой простой замкнутой кусочно-гладкой кривой L , лежащей в D, 

(ln| |) ln| | 2 ( ), ,
L

uu z z ds u z L D
n n
∂ ∂⎡ ⎤− ζ − − ζ = π ζ ∈ ζ ∈⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫v . 

Определение 4.2. Дифференцируемая в области D  относительно ком-
плексной переменной z  функция : Cf D →  называется аналитической 
в этой области. 

Теорема 4.1. Если функция : Ru D →  гармонична в односвязной об-
ласти D,  то существует аналитическая в области D  функция ,f  вещест-
венная часть которой совпадает с функцией .u  Эта функция определяется 
равенством ( ) ( ) ( ),f z u z iv z= +  где v  – одна из функций, вычисляемых по 
формуле (4.4). 

Аналогичное утверждение имеет место для аналитической функции, 
определяемой заданной мнимой частью в односвязной области. 

В действительности необходимым и достаточным условием анали-
тичности функции )()()( zivzuzf +=  в области D  является дифференци-
руемость ее действительной и мнимой частей )(),( zvzu  и выполнение во 
всей области условий Коши – Римана (4.3). 

Следующая теорема является гармоническим аналогом теоремы 
Лиувилля. 

Теорема 4.2. Если функция гармонична и ограничена во всей ком-
плексной плоскости C , то она равна постоянной. 

◄Действительно, пусть )(zu  гармонична и ограничена во всей ком-
плексной плоскости C.  Из теоремы 4.1 следует, что существует аналитиче-
ская в C  (т. е. целая) функция f , вещественная часть которой совпадает с 
функцией u . Рассмотрим функцию ( )( ) .f zg z e=  Она является целой функ-
цией, ограниченной в C.  По теореме Лиувилля она равна постоянной.► 

Предыдущая теорема справедлива и в более общей нижеприведен-
ной форме: 

Теорема 4.3. Если вещественная или мнимая часть целой функции 
f  ограничена сверху или снизу положительной постоянной 0>M , то 
функция f  равна постоянной. 

Гармоническим аналогом теоремы Гаусса о среднем значении ана-
литической функции является следующая теорема. 

Теорема 4.4. Пусть функция : Ru D →  гармонична в области D, со-
держащей круг 0| | .z z R− ≤  Тогда 

 
2

0 0
0

1( ) ( Re )
2

iu z u z d
π

ϕ= + ϕ
π ∫ . (4.5) 



 51

Отсюда непосредственно следует нижеприведенная теорема. 
Теорема 4.5. Пусть функция : Ru D →  гармонична в области D  и 

постоянна в окрестности некоторой точки в D. Тогда функция u  посто-
янна в области D.  

◄Пусть A  – множество тех точек 0 ,z D∈  в окрестности которых 
)(zu  равна постоянной. Множество A  открыто и не пусто. Для доказа-

тельства равенства DA =  достаточно установить, что множество ADB \=  
является открытым. Тогда автоматически B  пусто, поскольку D  – огра-
ниченное связное множество (область). 

Предположим противное – B  не является открытым. Тогда для лю-
бой точки 1z B∈  и любого 0>ε  найдется точка 0z  из A  такая, что 

0 1( , ) .z U z D∈ ε ⊂  Поскольку A  открыто, то можно найти такое достаточ-
но малое 0>δ , что 0 1( , ) ( , ) .U z U z Aδ ⊂ ε ∩  Построим теперь аналитиче-
скую функцию )(zf , такую что  

Re ( ) ( )f z u z=  для всех 1( , )z U z∈ ε . 
Поскольку )(zu  постоянна в окрестности 0( , )U z δ , то производная 

0)( =′ zf  для всех 0( , )z U z∈ δ . Из теоремы единственности для аналити-
ческих функций следует, что 0)( =′ zf  для всех 1( , )z U z∈ ε . Следователь-
но, const)( ≡zu  для всех 1( , )z U z∈ ε . Противоречие.► 

Рассуждая аналогично доказательству принципа максимума для ана-
литических функций, можно получить следующее утверждение. 

Теорема 4.6. (принцип максимума для гармонических функций). 
Непостоянная гармоническая функция : Ru D →  не достигает своего 
максимального и минимального значений в области .D  

С л е д с т в и е 4.1. Пусть функция : Ru D →  гармонична в ограни-
ченной области D, граница которой – замкнутая жорданова кривая 

D∂=Γ . Если u  непрерывна в замыкании Γ∪= DDcl  и принимает по-
стоянные значений Kzu ≡)(  на Γ , то Kzu ≡)(  всюду в D. 

С л е д с т в и е  4.2. Пусть функции 1 2, : Ru u D →  гармоничны в ог-
раниченной области D, граница которой – замкнутая жорданова кривая 

D∂=Γ . Если 1 2,u u  непрерывны в замыкании cl D D= ∪ Γ  и 1 2( ) ( )u z u z≡  
на Γ , то 1 2( ) ( )u z u z≡  всюду в D. 

Теорема 4.7 (Бореля – Каратеодори). Пусть функция )(zf  аналитич-
на в круге Rz ≤|| . Обозначим | |( ) max | ( ) |z rM r f z==  и )(Remax)( || zfrA rz == . 
Тогда для любого , 0 ,r r R< <  

2( ) ( ) | (0) |r R rM r A R f
R r R r

+
≤ +

− −
. 



 52

◄Если )(zf  тождественно равна постоянной, то левая и правая час-
ти неравенства совпадают. Поэтому достаточно рассмотреть случай не-
постоянной функции. 

Если 0)0( =f , то из принципа максимума для гармонических функ-
ций вытекает, что 0)0()( => ARA . Поскольку для любого , | |z z R≤ , вы-
полнены неравенства 

,0)()}()(2{Re >≥− RAzfRA  
2 2 2| 2 ( ) ( ) | | ( ) | 4 ( )[ ( ) Re ( )] | ( ) | ,A R f z f z A R A R f z f z− ≥ + − ≥  

то функция  
( )( )

2 ( ) ( )
f zg z

A R f z
=

−
 

является аналитической в круге Rz ≤||  и удовлетворяет в этом круге неравен-
ству 1|)(| ≤zg . Тогда из леммы Шварца следует, что для любого , 0r r R< < , 

| |max | ( ) | /z r g z r R= ≤ . 
 

Используя связь между функциями f  и g , отсюда получаем 

 2 ( ) ( ) 2 ( ) / 2 ( )| ( ) |
1 ( ) 1 /
A R g z A R r R rA Rf z

g z r R R r
= ≤ =

+ − −
. (4.6) 

Откуда следует утверждение теоремы при 0)0( =f . 
Если 0)0( ≠f , то доказательство вытекает из неравенства (4.6), при-

мененного к функции )0()( fzf − .► 
Теорема 4.8. Пусть )(zf  – целая функция и Re ( )f z Mrλ≤  для всех 

0, | |z z r r= ≥ , и некоторого неотрицательного вещественного λ . Тогда 
)(zf  является полиномом степени не выше [ ]λ .  
Следующие теоремы представляют собой гармонические аналоги 

интегральной теоремы Коши. 
Лемма 4.1 (интегральная формула Пуассона для аналитических 

функций). Пусть функция )(zf  аналитична в области, содержащей еди-
ничный круг 1|| ≤z . Тогда для всех ,1||, <zz  справедливо представление 

2

2
|ζ| 1

1 1 | | ζ( ) (ζ) ,
2π ζ| ζ |

z df z f
i z=

−
=

−∫  

или, что эквивалентно, 
2 2

2
0

1 1 | |( ) ( )
2 | |

i
i

zf z f e d
e z

π
ϕ

ϕ
−

= ϕ
π −∫ . 
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◄Из интегральной формулы Коши имеем 

 
2

| | 1 0

1 ( ) 1 ( )( ) (| | 1)
2 2

f ff z d d z
i z z

π

ζ =

ζ ζ ζ
= ζ = ϕ <

π ζ − π ζ −∫ ∫ . (4.7) 

Тогда для 0=z  требуемый результат следует из теоремы о среднем 
значении аналитической функции. Поэтому можно считать, что 0≠z . Обо-
значим zz /1* =  симметричную относительно единичной окружности точку. 

Тогда для любого 1|| <z  имеем 

 *
| | 1 | | 1

1 ( ) 1 ( )0
2 2 1

f z fd d
i i zzζ = ζ =

ζ ζ
= ζ = − ζ

π π − ζζ −∫ ∫ . (4.8) 

Вычитая (4.8) из (4.7), получаем 

| | 1

1 1( ) ( )
2 1

zf z f d
i z zζ =

⎡ ⎤
= ζ − ζ⎢ ⎥π ζ − − ζ⎣ ⎦

∫ . 

С учетом того, что 1|| =ζ , получаем первую из доказываемых фор-
мул. Вторая получается из первой, если положить .ie ϕζ = ► 

Из этой леммы вытекает следующая теорема. 
Теорема 4.9 (интегральная формула Пуассона для аналитиче-

ских функций). Пусть функция )(zf  аналитична в области, содержащей 
круг Raz ≤− || . Тогда для всех , | | ,z z a R− <  справедливо представление: 

2 2

2
| | 1

1 | |( ) ( ) ,
2 | |

R z a df z f
i azζ =

− − ζ
= ζ

π ζ −ζ −∫  

или, что эквивалентно, 
2 2 2

2
0

1 | |( ) ( Re )
2 | Re ( ) |

i
i

R z af z f a d
z a

π
ϕ

ϕ
− −

= + ϕ
π − −∫ . 

Теорема 4.10 (интегральная формула Пуассона для гармониче-
ских функций). Пусть функция )(zu  гармонична в области, содержащей 
круг Rz ≤|| . Тогда для всех , | | ,z z R<  справедливо представление 

2 2

2
|ζ|

1 | ζ | | |( ) (ζ) ,
2π | ζ |R

zu z u d
z=

−
= ϕ

−∫  

или, что эквивалентно, 
2 2 2

2 2
0

1( ) (Re )
2 2 cos( )

i iR ru re u d
R rR r

π
θ ϕ−

= ϕ
π − θ − ϕ +∫ . 
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Теорема 4.11. Пусть функция )()()( zivzuzf +=  аналитична в круге 
1|| ≤z . Тогда для всех , | | 1,z z <  справедливо представление 

2

0

1( ) ( ) (0) ( )
2

izf z u d iv e
z

π
ϕζ +

= ζ ϕ + ζ =
π ζ −∫ . 

Теорема 4.12. Пусть функция )(zu  гармонична в открытом единич-
ном круге 1|| <z  и непрерывна в замкнутом круге 1|| ≤z . Тогда для всех 

, 1,iz re rϕ= <  справедливо представление  
2 2

2
0

1 1( ) ( )
2 1 2 cos( )

i iru re u e d
r r

π
θ ϕ−

= ϕ
π − θ − ϕ +∫ . 

Теорема 4.13 (теорема Шварца). Пусть функция F  – непрерывная 
функция вещественной переменной, определенная на единичной окружности 

1|| =ζ . Тогда вещественнозначная функция )(zu , определенная равенством 
2 2

2
0

1 1( ) ( )
2 1 2 cos( )

i iru re F e d
r r

π
θ ϕ−

= ϕ
π − θ − ϕ +∫ , 

гармонична в круге 1|| <z  и для любого фиксированного , 0 2 :t t≤ ≤ π  

1lim ( ) lim ( ) ( ) (| | 1)it
i it

z e r
t

u z u re F e z−
θ

→ →
θ→

= = < . 

(Если дополнительно положить )()( zFzu =  для 1|| =z , то функция 
)(zu  является непрерывной в круге | | 1.z ≤ ) 
Теорема 4.14 (неравенство Гарнака). Пусть )(zu  гармонична в кру-

ге 0 0( ; ) { :| | }z R z z z rΔ = − < , причем 0)( ≥zu  для всех 0( ; )z z R∈Δ . Тогда 
для любого z  в этом круге справедливо неравенство 

0 0
0 0

0 0

| | | |( ) ( ) ( )
| | | |

R z z R z zu z u z u z
R z z R z z

− − + −
≤ ≤

+ − − −
. 

Между гармоническими и аналитическими функциями есть еще одна 
связь. Гармоничность сохраняется при аналитических преобразованиях. 
Имеет место следующая теорема. 

Теорема 4.15. Если функция )(zu  гармонична в области D, а функ-
ция )(ωϕ  аналитична в области G  и принимает там значения из D, то 
композиция )())(( ω=ωϕ Uu  гармонична в .G  

◄Теорема доказывается прямым подсчетом, поскольку 
2( ) ( ) ( )U u zΔ ω = Δ ϕ ω .► 



 55

4.2. Граничные  значения 
гармонических  и  аналитических  функций. 

Преобразование  Гильберта 
 
В настоящем разделе рассматриваются граничные свойства аналити-

ческих и гармонических функций в круге на комплексной плоскости. 
Формулировка этих свойств является очень важной для характеристики 
физических полей в композитах в окрестности линий раздела сред или 
компонентов композитов. 

Рассмотрим функцию )()()( ziVzUzF += , аналитическую в круге 
{ }C :z z R∈ < . Действительная )(zU  и мнимая )(zV  части аналитиче-

ской функции – комплексно сопряженные гармонические в { }C :z z R∈ <  
функции. Аналитическая в круге функция )(zF  разлагается в степенной 

ряд 
0

,n
n

n
a z

∞

=
∑  который равномерно сходится на компактных подмножест-

вах круга { }C :z z R∈ < . Записав ,iz re θ=  имеем: 

 θ θ( ) ,ni in
nU re A r e

+∞

−∞
= ∑  (4.9) 

где 

0 0

1 , 0;
2
Re ;
1 , 0.
2

n n

nn

A a n

A a

A a n−

= >

=

= <

 

Таким образом, любая функция )(zU , гармоническая в круге 

{ }C :z z R∈ < , допускает представление в виде ряда (4.9), равномерно 
сходящегося на компактных подмножествах этого круга. 

Если 1>R , то при 1<r  

( )1( ) ( )
2

ni it in tU re U e r e dt
π +∞

θ θ−

−∞−π

=
π ∑∫ . 

Суммируя две геометрические прогрессии, получаем 
2

2
1

1 2 cos
n in rr e

r r

+∞
ϕ

−∞

−
=

+ − ϕ
∑  при 10 <≤ r . 
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Таким образом, имеет место представление Пуассона: если )(zU  – 
гармоническая функция в круге { }C :z z R∈ < , где 1>R , то при 

10 <≤ r  
2

2
1 1( ) ( ) .

2 1 2 cos( )
i it rU re U e dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫  

Это представление справедливо также и в тех случаях, когда подын-
тегральная функция U  не обязательно гармонична в окрестности конту-
ра интегрирования. 

Функция 

 ( )
2

2
1

1 2 cos
n in

r
rP r e

r r

∞
ϕ

−∞

−
ϕ = =

+ − ϕ
∑  (4.10) 

называется ядром Пуассона для круга { }1: <∈ zz C . 
Пусть известно лишь, что функция )(zU  гармонична в круге 

{ }1: <∈ zz C . Имеет место следующая теорема. 
Теорема 4.16. Пусть 1>p , и пусть )(zU  – гармоническая функция 

в круге { }C : 1z z∈ < . Предположим, что средние  

( ) piU re d
π

θ

−π

θ∫  

равномерно ограничены относительно 1<r . Тогда существует такая функ-
ция ( ),pF L∈ −π π , что  

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re F t dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫  

для любых 10 <≤ r , [ ]ππ−∈θ , . 
Аналогичный результат справедлив и для случая ∞=p . 
Теорема 4.17 (теорема Фату). Если )(zU  – ограниченная гармони-

ческая функция в круге { }C : 1z z∈ < , то существует такая функция 

( ),F L∞∈ −π π  , что  

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re F t dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫  

для любых 10 <≤ r , [ ]ππ−∈θ , . 
Для случая 1=p  имеет место следующий результат. 
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Теорема 4.18. Если )(zU  – гармоническая функция в круге 
{ }C : 1z z∈ <  и средние  

( )iU re d
π

θ

−π

θ∫  

равномерно ограничены относительно 1<r , то существует конечная ве-
щественная мера μ  на [ ]ππ− , , такая что  

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re d t

r r t

π
θ

−π

−
= μ

π + − θ −∫  

для любых 10 <≤ r , [ ]ππ−∈θ , . 
Следствие 4.3. Пусть )(zU  – функция, гармоническая и неотрица-

тельная в круге { }C : 1z z∈ < . Тогда существует конечная положитель-
ная мера μ  на [ ]ππ− , , такая что  

( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t d t

π
θ

−π

= θ − μ
π ∫ , 10 <≤ r . 

Если имеет место одно из представлений 

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re F t dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫ , 

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re d t

r r t

π
θ

−π

−
= μ

π + − θ −∫ , 

то возникает задача нахождения связи между )(zU  и функцией )(tF  или 
мерой μ . 

Ядро Пуассона (4.10) обладает следующими свойствами: 
а) ( ) 0, 0 1rP rϕ > ≤ < ; 

б) ( ) ( )2r rP Pϕ + π = ϕ ; 

в) ( ) 2rP t dt
π

−π

= π∫  для любого 10 <≤ r . 

Свойства а) и б) проверяются непосредственно, а свойство в) следует 
из разложения в ряд функции ( )rP ϕ . 

Если ( ),pF L∈ −π π , то удобно считать, что функция F  периодически 
продолжена на все множество ( ) ( )R: 2F t F t+ π = . 
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Справедливы обращения теорем 4.16 – 4.18 о представлениях. 

Теорема 4.19. Если 1≥p , ( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t F t dt

π
θ

−π

= θ −
π ∫ , где 

( ),pF L∈ −π π , то )(zU  – гармоническая в круге { }1: <∈ zz C  и 

( ) const
piU re d

π
θ

−π

θ ≤∫ , 10 <≤ r . 

◄Пусть ( )int1
2 ne F t dt A

π
−

−π

=
π ∫ , Z.n∈  Тогда для 10 <≤ r  имеем 

( ) .ni in
nU re A r e

∞
θ θ

−∞
= ∑  

Поскольку ряд сходится равномерно во внутренности круга 
{ }1: <∈ zz C  (что означает равномерную сходимость на компактных 
подмножествах), то функция )(zU  гармонична в круге. Если функция 
F  – вещественная, то ряд, очевидно, является вещественной частью ана-
литической функции, которая легко выписывается. 

Для данного 1<r  в силу свойства б) и π2 -периодичности функции 
можно записать 

( ) ( ) ( )1 .
2

i
rU re F s P s ds

π
θ

−π

= θ −
π ∫  

Рассмотрим теперь ( ),qG L∈ −π π , 1qG = , так что (для любого фик-

сированного r  функция G , конечно, будет зависеть от r ) 

( ) ( ) ( ) .
pi ip U re d t U re G d

π π
θ θ

−π −π

θ = θ θ∫ ∫  

По теореме Фубини интеграл справа равен 

( ) ( )1 ( ) ,
2 rF s P s G d ds

π π

−π −π

θ − θ θ
π ∫ ∫  

что по модулю не превосходит 

( )1
2 r p q pP s F G ds F

π

−π

=
π ∫  

(в силу выбора G  и свойства в)). 
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Наконец, 

( ) p pi
pU re d F

π
θ

−π

θ ≤∫ , 

что завершает доказательство.► 
Ядро Пуассона )(θrP  обладает еще одним свойством: 
г) для любого 0>δ  0)( →θrP  равномерно для π≤θ≤δ  при 1→r . 

Это непосредственно следует из формулы для )(θrP . 
Применяя это свойство, можно установить справедливость следую-

щей теоремы. 
Теорема 4.20. Пусть функция F  непрерывна на R  и π2 -периодич-

на, т. е. ( ) ( )tFtF =π+ 2 . Пусть 

( ) ( ) ( )1 .
2

i
rU re P t F t dt

π
θ

−π

= θ −
π ∫  

Тогда )()( ϕ→ FzU , когда iz e ϕ→  и сходимость равномерна по ϕ . 

Замечание. Свойства a), б), в), г) показывают, что 1 ( )
2 rP θ

π
 представ-

ляет собой так называемую аппроксимативную единицу. Приведенная 
выше теорема имеет место не только для ядра Пуассона, но и для других 
ядер, являющихся аппроксимативными единицами. 

Приведем теоремы о граничном поведении функции ( )iU re θ  при раз-
личных предположениях относительно функции .F  

Теорема 4.21. Пусть 1( , )F L∈ −π π , и пусть функция )(tF  непрерывна 

в точке 0θ . Тогда ( ) ( )
π

θ

π

1 θ ( )
2π

i
rU re P t F t dt

−

= −∫  стремится к 0( )F θ  при 

стремлении ire θ  к 0 .ie θ  
Теорема 4.22. Пусть ( , )pF L∈ −π π , ∞<≤ p1 , и пусть ( )θiU re =  

( )
π

π

1 θ ( )
2π rP t F t dt

−

= −∫ . Тогда ( )
π

θ

π

(θ) θ 0
piU re F d

−

− →∫  при 1→r , т. е. 

( )θiU re  стремится к )(θF  в pL -норме при 1.r →  

Теорема 4.23. Пусть ),( ππ−∈ ∞LF  и ( ) ( )
π

θ

π

1 θ ( )
2π

i
rU re P t F t dt

−

= −∫ , 

тогда ( )
*

( )
w

iU re Fθ → θ  при 1.r →  
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Пусть функция )(zU , гармоническая в круге { }1: <∈ zz C , допуска-
ет одно из представлений 

 ( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t F t dt

π
θ

−π

= θ −
π ∫ , ( , )pF L∈ −π π , (4.11) 

 ( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t d t

π
θ

−π

= θ − μ
π ∫ . (4.12) 

Исследуем поточечное поведение функции )(zU  при z , стремя-
щемся к точке ie θ  на границе единичного круга. Нельзя изучить это 
поведение только на основе свойств a) – г) аппроксимативной еди-
ницы, для этого требуется более детальное рассмотрение свойств 
ядра )(θrP .  

Представление (4.12) для )(zU  является более общим и содержит 
представление (4.11), так как если ( , )pF L∈ −π π  и мы возьмем ( )d tμ =  

( )F d= θ θ , то μ  будет мерой на [ ]ππ− , . Удобно ввести функцию )(θμ  ог-
раниченной вариации на [ ]ππ− , , задаваемую формулой  

 
0

( ) ( )d t
θ

μ θ = μ∫ . (4.13) 

Тогда имеет место следующий результат. 
Теорема 4.24 (теорема Фату). Пусть 0−π < ϕ < π , и пусть производ-

ная 0( )′μ ϕ  существует и конечна. Тогда ( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t d t

π
θ

−π

= θ − μ
π ∫  

стремится к 0( )′μ ϕ  при ire θ , стремящемся к 0ie ϕ  внутри любого сектора 
вида ( )0 1 .c rθ − ϕ ≤ −  

Замечание 1. Таким образом, предписывается, чтобы точка iz re θ=  
стремилась к 0ie ϕ , оставаясь внутри сектора раствора меньше 1800 с вер-
шиной в точке 0ie ϕ , симметричного относительно радиуса, ведущего из 0 
в 0ie ϕ . В таком случае говорят, что ( ) 0( )iU re θ ′→ μ ϕ  при ire θ , стремя-

щемся к 0ie ϕ  по некасательным направлениям.  
Замечание 2. Аналогичный результат имеет место и для 0ϕ = ±π  при 

условии, что существует производная 0( )′μ ϕ . 
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Теорема 4.25. Пусть ∞<≤ p1 , и пусть )(zU  – функция, гармониче-
ская в круге { }C : 1z z∈ < , для которой  

( ) pip U re d c
π

θ

−π

θ ≤∫  

при 10 <≤ r . Тогда почти для всех θ  при iz e θ→  по некасательному на-
правлению функция ( )zU стремится к конечному пределу ( )iU e θ , и для 

10 <≤ r  

 ( ) ( ) ( )
2

2
1 1

2 1 2 cos
i itrU re U e dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫ . (4.14) 

Исследуем далее граничное поточечное поведение функции )(zV , 
гармонически сопряженной с гармонической в круге { }C : 1z z∈ <  
функцией )(zU . В силу условий Коши – Римана сопряженные функции 
определены одна через другую с точностью до постоянного слагаемого: 

 
0

( ) (0),
z U UV z dx dy V

y x
∂ ∂

= − + +
∂ ∂∫  (4.15) 

 

где iyxz += , 1<z , интегрирование ведется по любой гладкой кривой, 
лежащей в единичном круге и соединяющей точки 0 и z . 

Для функций в единичном круге обычно полагают 0)0( =V . Такую 
сопряженную с )(zU  гармоническую функцию будем обозначать далее 
через )(~ zU . Предположим, что 

 ( ) .ni in
nU re A r e

∞
θ θ

−∞
= ∑  (4.16) 

Тогда, интегрируя в (4.15) по отрезку, соединяющему точки 0 и 
iz re θ= , получим представление: 

 ( ) sgn .ni in
nU re i n A r e

∞
θ θ

−∞
= −∑�  (4.17) 

Функция (4.17), очевидно, гармоническая в круге { }C : 1z z∈ < , 
0)0(~ =U , а функция 

( ) ( ) 0
1

2i i n in
nU re iU re A A r e

∞
θ θ θ+ = + ∑�  – 

аналитическая функция в круге { }C : 1z z∈ < . 
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Если ( ) ( )1 ( )
2

i
rU re P t d t

π
θ

−π

= θ − μ
π ∫ , где μ  – мера на [ ]ππ− , , то коэф-

фициенты ряда (4.2.8) вычисляются по формуле  
int1 ( )

2nA e d t
π

−

−π

= μ
π ∫ . 

Подставляя их в (4.17), получим: 

( ) ( )1 sgn ( )
2

ni in t
nU re i n A r e d t

π ∞
θ θ−

−∞−π

= − μ
π ∑∫� . 

Функция 

( ) sgn n in
rQ i n r e

∞
θ

−∞
θ = −∑  

называется сопряженным ядром Пуассона. С помощью непосредствен-
ного суммирования геометрических прогрессий найдем, что  

2
2 sin( )

1 2 cosr
rQ

r r
θ

θ =
+ − θ

. 

Таким образом, справедлива следующая теорема. 

Теорема 4.26. Если ( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re d t

r r t

π
θ

−π

−
= μ

π + − θ −∫ , то гар-

монически сопряженная с U  функция U~  задается соотношением 

 ( ) ( )
( )2

2 sin1 ( )
2 1 2 cos

i r t
U re d t

r r t

π
θ

−π

θ −
= μ

π + − θ −∫� . (4.18) 

Изучим граничное поведение гармонически сопряженной функции вбли-
зи дуги, на которой исходная функция имеет непрерывную производную. 

Пусть имеет место представление (4.11), в котором функция F  при-
надлежит пространству ( ),pL −π π , 1.p ≥  Предположим, что F  определе-
на с помощью 2 -π периодического продолжения на R,  запишем: 

( ) [ ]2
0

1 1 2 sin( ) ( ) ( ) ( ) .
2 1 2 cos

i
r

r sU re Q t F t dt F s F s ds
r r s

π π
θ

−π

= θ − = θ − − θ +
π π + −∫ ∫�  

Имеем 

2 2 2

2 sin cossin 2 2
1 2 cos (1 ) 4 sin

2

s srr s
sr r s r r

=
+ − − +

. 
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Если 
0

( ) ( )F s F s
ds

s

π θ − − θ +
< ∞∫ , то получим: 

( )
0

1 ( ) ( )
2 tg

2

i F s F sU re dss

π
θ θ − − θ +

→
π ∫�  при 1→r , 

причем интеграл правой части сходится абсолютно. 
Последнее соотношение имеет место, в частности, если производная 
)(θ′F  существует и конечна. Более того, если )(θ′F  непрерывна для 

β<θ<α , то )(~ zU  обладает непрерывным продолжением вплоть до лю-
бой замкнутой дуги, целиком принадлежащей открытой дуге 

{ };ie θ α < θ < β  единичной окружности, и для таких θ  

( ) ( )
1

0

1 ( ) ( )lim
2 tg

2

i i
r

F t F tU e U re dtt

π
θ θ

→

θ − − θ +
= =

π ∫� � , 

где интеграл сходится абсолютно. 

Предел 
0

( ) ( )lim
2tg

2

F t F t dtt

π

ε→+
ε

θ − − θ +
∫  существует почти всюду, если 

( )2 , .F L∈ −π π  

Замечание. Соотношения 
0, ,1
1, ,2

in im n m
e e d

n m

π
θ − θ

−π

≠⎧
θ = ⎨ =π ⎩

∫  с учетом абсо-

лютной сходимости показывают, что если функция ( ) ni in
nU re A r e

∞
θ θ

−∞
= ∑  

гармонична в круге 1<z , то  

( ) 2 2 22 ni
nU re d A r

π ∞
θ

−∞−π

θ = π∑∫  

для 10 <≤ r . 
Отсюда вытекает следующая лемма. 
Лемма 4.2. Если функция )(zU  гармонична в круге { }C : 1z z∈ < , то 

сопряженная гармоническая )(~ zU  представляется интегралом 

( ) ( )
2

2
1 1 ( )

2 1 2 cos
i rU re F t dt

r r t

π
θ

−π

−
=

π + − θ −∫�  
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с плотностью ( )ππ−∈ ,2LF  тогда и только тогда, когда коэффициенты 
ряда (4.16) удовлетворяют условию 

2
nA

∞

−∞
< ∞∑ . 

Теорема 4.27. Пусть ( )2 ,F L∈ −π π  – π2 -периодическая функция. То-

гда 
0

1 ( ) ( )( ) lim
2tg

2

F t F tF dtt

π

ε→+
ε

θ − − θ +
θ =

π ∫�  существует для почти всех θ , при  

этом ( )2 ,F L∈ −π π�  и 22
F F≤�  и представима интегралом Пуассона 

с функцией .F  
Если  

( ) ( ) ( )1
2

i
rU re P t F t dt

π
θ

−π

= θ −
π ∫ , 

то интеграл в представлении сопряженной гармонической функции 

( ) ( ) ( )1
2

i
rU re Q t F t dt

π
θ

−π

= θ −
π ∫�  

совпадает с ( ) ( )1 .
2 rP t F t dt

π

−π

θ −
π ∫ �  

Отображение, переводящее граничную функцию для заданной гар-
монической в граничную функцию для сопряженной гармонической, на-
зывается преобразованием Гильберта. Из теоремы 4.27 следует, что если 
граничная функция F  для гармонической в единичном круге функции 
удовлетворяет условиям: F  – π2 -периодическая, ( )2 ,F L∈ −π π , то пре-
образование Гильберта определяется формулой  

 
0

1 ( ) ( )( ) lim .
2tg

2

F t F tF dtt

π

ε→+
ε

θ − − θ +
θ =

π ∫�  (4.19) 

Такое представление справедливо и в некоторых других классах 
функций .F  Формулу (4.19) можно записать также исходя лишь из усло-
вий на заданную гармоническую функцию в единичном круге. 



 65

4.3. Конформные  отображения 
 
Определение 4.3. Функция комплексного переменного : Cf D →  на-

зывается регулярной в точке 0z D∈ , если она представима в окрестности 
этой точки сходящимся степенным рядом по степеням 0( )z z− . 

Регулярная во всех точках области D  функция называется регуляр-
ной в этой области. 

Определение 4.4. Функция : Cf D →  называется локально одноли-
стной в окрестности 0( )U z точки 0z , если 1 2 0 1 2, ( ),z z U z z z∀ ∈ ≠ ⇒  

1 2( ) ( )f z f z⇒ ≠ , и однолистной в области ,D  если существует 1f − , од-
нозначная на )(Df . 

Определение 4.5. Отображение )(: DfGDf =→  называется кон-
формным в области ,D  если: 

1) f  однолистна в области ;D  
2) f  регулярна в области D  за исключением, может быть, одной 

точки, в которой она имеет полюс первого порядка. 
Конформное отображение обладает следующими свойствами: 
1. Постоянство растяжений в точке. 
2. Сохранение углов ( по величине и направлению). 
Ниже приведены теоремы, называющиеся основными принципами 

теории конформных отображений. 
Теорема 4.28 (принцип сохранения области). Пусть функция f  

регулярна в области D  и const)( ≠zf . Тогда )(Df  является областью. 
Теорема 4.29 (принцип соответствия границ). Пусть D  и G  – об-

ласти в C , границами которых являются простые замкнутые кусочно-
гладкие кривые L  и Γ . Если функция f  конформно отображает D  на 

,G  то: 
1) )(zf  можно продолжить на замыкание D  области ;D  
2) f  отображает L  на Γ  взаимно однозначно. 
Теорема 4.30 (обратный принцип соответствия границ, или 

критерий однолистности). Пусть функция f  регулярна в области D  
и непрерывна вплоть до границы ,L D= ∂  где L  – простая замкнутая 
кусочно-гладкая кривая. Пусть GDf =)(  является областью в C , гра-
ница которой Γ  – простая замкнутая кусочно-гладкая кривая. Тогда f  
однолистна в D  тогда и только тогда, когда f  взаимно однозначно 
отображает L  на Γ . 
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Теорема 4.31 (теорема Римана о конформных отображениях). 
Пусть D  – односвязная область в расширенной комплексной плоскости 
C , граница которой состоит более чем из одной точки. Тогда: 

1) существует функция ,f  которая конформно отображает область 
D  на единичный круг }1|:|{ <= wwD ; 

2) эта функция единственна, если выполняются условия 

0 0 0 0 0( ) , arg ( ) ; , , R.f z w f z z D w′= = α ∈ ∈ α∈D  
 

Замечание 1. Исключительными для данной теоремы являются сле-
дующие области C, C, C \{ }D a= . 

Замечание 2. В теореме 4.31 и далее в этом разделе речь идет о кон-
формных отображениях односвязных областей. Конформные отображе-
ния многосвязных областей обсуждаются в разделе 4.5. 

При конформных отображениях сохраняется свойство гармонично-
сти функций в области. Связь теории гармонических функций с теорией 
конформных отображений проявляется также в связи соответствующих 
граничных задач. 

Пусть f  отображает область D  на единичный круг { }1: <= wwD . С 
помощью конформных отображений можно решить для этой области за-
дачу Дирихле – отыскание гармонической в области функции по задан-
ной граничной функции u. Если предположить, что граница области D  
является простой кусочно-гладкой кривой, то, как известно из теории 
конформных отображений, функция f  продолжается до непрерывного и 
взаимно однозначного отображения D  на .D  Поэтому на единичной ок-
ружности 1=w  мы можем рассмотреть обратную к f  функцию 1f −  и 
с ее помощью перенести на эту окружность заданные граничные значе-
ния: 1( ) ( ( ))U w u f w−= . Теперь по этим значениям с помощью интеграла 
Пуассона можно построить гармоническую в круге 1<w  функцию 

22

2
0

11( ) ( )
2 1

w
U w U d

ww

π −
= ω τ

π −
∫ , .ie τω =  

Остается вернуться к переменной z  и воспользоваться сохранением 
гармоничности при конформных отображениях. Мы получим искомое 
решение: ( ) ( ( )).u z U f z=  

Во многих случаях оказывается полезным обратный ход – построение 
конформного отображения области D  на единичный круг при помощи 
решения в D  задачи Дирихле. Зададим точку 0 ,z D∈  которую искомое 
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отображение f  переводит в центр круга 0=w . В этой точке функция f  
должна иметь нуль, и притом первого порядка, ибо в окрестности нулей 
высшего порядка аналитическая функция не взаимно однозначна. По-
этому в окрестности 0z  функция f  должна иметь тейлоровское разло-
жение вида: 

2
1 0 2 0( ) ( ) ( ) ...f z c z z c z z= − + − + , 

где 1 0( ) 0c f z′= ≠ . Отсюда следует, что функция 1 2 0
0

( ) ( ) ...f z c c z z
z z

= + − +
−

 

аналитична в точке 0z , а в остальных точках области D  она и подавно 
аналитична. Эта функция нигде в области D  не обращается в нуль, по-
тому что числитель дроби равен нулю лишь в точке 0z z= , но 

0
1

0

( )lim 0
z z

f z c
z z→

= ≠
−

. Но тогда логарифм этой функции аналитичен в ,D  а 

значит, его действительная часть, т. е. функция  

0

( )
( ) ln

f z
u z

z z
=

−
, 

должна быть гармонической в .D  
Если f  отображает D  на единичный круг, то )(zf  должен равнять-

ся 1 на границе .D  Следовательно, граничные значения гармонической 

функции )(zu  равны 
0

1( ) ln ,u D
z

ζ = ζ ∈∂
ζ −

 (и не зависят от конформ-

ного отображения f ). Эти значения определяются лишь геометрической 
формой границы области и выбранной точкой 0z .  

Чтобы найти искомое конформное отображение нужно, следователь-
но, выполнить такие операции: 

1) по известным граничным значениям )(ζu  построить гармониче-
скую в D  функцию )(zu  (задача Дирихле); 

2) найти функцию )(zv , гармонически сопряженную с )(zu  (интег-
рирование). Тем самым определена аналитическая в области D  функция 

0

( )( ) ( ) ( ) ln f zg z u z iv z
z z

= + =
−

, 

с помощью которой искомое отображение находится по формуле 
( )

0( ) ( ) .g zf z z z e= −  
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Из конструкции видно, что функция f  аналитична в D  и что на 
границе D  ее модуль равен 1. Однако остается еще доказать, что эта 
функция взаимно однозначно отображает D  на единичный круг. Это 
можно сделать непосредственной проверкой. 

 
4.4. Граничное  поведение 
конформных  отображений 

 
Определение 4.6. Жордановой кривой называется непрерывный вза-

имно однозначный образ в C  единичной окружности. Непрерывная вза-
имно однозначная функция, отображающая окружность { }C : 1z z∈ =  на 
жорданову кривую, называется параметризацией кривой. 

Определение 4.7. Жордановой дугой называется непрерывный взаим-
но однозначный образ в C  интервала или отрезка вещественной прямой. 

Заметим, что жорданова кривая может быть очень сложным объек-
том. Имеет место следующая теорема. 

Теорема 4.32 (теорема Жордана). Пусть Γ  – жорданова кривая. То-
гда C \ Γ  состоит из двух связных компонент D  и Ω , одна из которых, на-
пример Ω , содержит все z  с достаточно большим модулем. Если точка 

Γ∈ω , то любая ее окрестность содержит как точки из ,D  так и точки из Ω . 
В этом случае Ω  называют внешностью кривой Γ , а D  – внутрен-

ностью кривой Γ  и обозначают соответственно Γ=Ω ext  и Γ= intD . 
Можно доказать, что имеет место следующее свойство: если Γ  – 

жорданова кривая, а D  – ее внутренность, то D  односвязна. 
Пусть Γ  – жорданова кривая, а Γ= intD  – ее внутренность. Теорема 

Римана гарантирует, что существует конформное отображение Φ  еди-
ничного круга { }C : 1z z∈ <  на область ,D  так как область D  односвязна. 

Имеют место следующие важные результаты. 
Теорема 4.33 (теорема Каратеодори). Конформное отображение Φ  

единичного круга { }C : 1z z∈ <  на внутренность D  жордановой кривой 
Γ  обладает непрерывным взаимно однозначным продолжением вплоть 
до { }C : 1z z∈ = . Это продолжение отображает { }C : 1z z∈ =  на Γ . 

Для того чтобы сформулировать следующий результат, введем сле-
дующее определение: будем называть некоторую дугу кривой дугой Ля-
пунова, если она спрямляема, имеет в каждой точке касательную, причем 
угол наклона ϑ  касательной к положительному направлению оси Ox  как 
функция длины дуги удовлетворяет условию Гельдера, т. е. существуют 
постоянные 0>C  и 10 ≤α< , такие что 

 

2 1 2 1 1 2( ) ( ) | | , , .s s C s s s sαϑ − ϑ < − ∀  
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Теорема 4.34 (теорема Келлога – Варшавского). Пусть функция 
)(zfw =  реализует конформное отображение области D  на область *,D  

при этом некоторая граничная дуга Ляпунова D∂⊆γ  переходит в гра-
ничную дугу Ляпунова * *.Dγ ⊆ ∂  Тогда функция )(zf  имеет на γ  произ-
водную, которая не обращается в 0 и удовлетворяет условию Гельдера. 

Теорема 4.35 (теорема Линделёфа). Пусть D  – односвязная об-
ласть, ограниченная простой жордановой кривой Γ . Примем, не ограни-
чивая общности, что Γ∈0 . Пусть функция )(zf  конформно отображает 

{ }C : 1z z∈ <  на .D  Функция )(zf  допускает непрерывное взаимно од-

нозначное продолжение вплоть до { }C : 1z z∈ = , отображающее эту ок-
ружность на Γ , которое индуцирует параметризацию кривой Γ . 

Если Г имеет в точке )1(0 f=  касательную, то 

const)1arg()(arg →−− zzf  при 1<z , 1→z . 

Это означает, что конформные образы секторов единичного круга 
с вершинами в 1 асимптотически являются такими же, как секторы в об-
ласти D  того же раствора с вершинами в нуле. 

В доказательстве теоремы Линделёфа используется следующее свой-
ство функции )(zf , которое может быть установлено независимо от тео-
ремы Линделёфа с помощью теоремы 4.32 (Жордана): для конформного 
отображения f  единичного круга на область ,D  ограниченную жорда-
новой кривой, выполнено неравенство 

const)(arg <zf  при { }1<z . 

  ◄ Доказательство теоремы Линделёфа. Поскольку функция ( )if e θ  

непрерывна и ( ) 1if e θ ≠  при 1ie θ ≠  (Γ  – простая жорданова кривая), то 

функция ( )arg if e θ  (определенная как lim arg ( )
iz e

f z
θ→

) является непрерыв-

ной для всех точек ,ie θ  кроме точки 1. По свойству, приведенному выше, 
эта функция ограничена. 

Поскольку Γ  имеет касательную в точке 1, то arg ( )if e θ  стремится к 
определенному пределу α  при 0+→θ и стремится к )12( +π+α k  при 

0−→θ . Из соображений ориентации следует, что 0=k . Функция 

( )arg arg(1 )i if e eθ θ− −  непрерывна в 0, где она равна 
2
π

−α . Поскольку 
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функция ( ) )1arg(arg zzf −−  гармонична и ограничена в { }C : 1z z∈ < , то 
из теоремы 4.25 следует, что 

( ) ( )
( )2

2
1 1arg arg(1 ) arg

2 1 2 cos 1

it
i i

it

f erf re re dt
r r t e

π
θ θ

−π

⎡ ⎤− ⎢ ⎥− − =
⎢ ⎥π + − θ − −
⎣ ⎦

∫  

для 1<z . 
Из непрерывности (см. теорему 4.20) следует:  

( )arg arg(1 )
2

f z z π
− − → α −  при 1→z . ► 

Теорема Линделёфа имеет важные приложения к исследованию гра-
ничного поведения функций, аналитических в областях, ограниченных 
простыми жордановыми спрямляемыми кривыми. Спрямляемая жордано-
ва кривая имеет касательную почти в каждой своей точке. Следовательно, 
почти во все граничные точки области (т. е. области, ограниченной про-
стой жордановой спрямляемой кривой) переносится с помощью конформ-
ного отображения из единичного круга понятие углового предельного зна-
чения. Такое конформное отображение переводит всякий лежащий в еди-
ничном круге сектор раствора, меньшего 1800, с вершиной в прообразе 
граничной точки в подмножество области, являющейся асимптотическим 
сектором того же раствора с вершиной в точке на границе. 

В частности, этот факт позволяет распространить многие результаты 
о граничном поведении функций, аналитических в единичном круге 
{ }C : 1z z∈ < , на функции, ограниченные спрямляемой жордановой кривой. 

Рассмотрим область ,D  ограниченную спрямляемой жордановой 
кривой Γ . Пусть f  – конформное отображение единичного круга 
D { }C : 1z z= ∈ <  на область .D  

Имеет место следующая теорема 
Теорема 4.36. Производная конформного отображения Df →D:  при-

надлежит классу Харди 1H , т. е. 

( )
2

1

0 1 0

( ) : sup ( )i

r
f z H H re d

π
θ

≤ <

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ∈ = ϕ∈ ϕ θ < ∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫D . 

Из нее следуют два важных утверждения – теоремы 4.37 и 4.38. 
Теорема 4.37 (теорема Ф. и М. Риссов). Если J  – дуга единичной 

окружности и )(Jf=Λ , то 

длина Λ  = ( )i

J

f e dθ′ θ∫ . 
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Теорема 4.38 (теорема Харди). Степенной ряд функции )(zf , реа-
лизующей конформное отображение D  на D  абсолютно сходится в зам-
кнутом круге { }C : 1z z∈ ≤ . 

 
4.5. Конформные  отображения 

многосвязных  областей 
 

В дальнейшем будем предполагать, что рассматриваемые области не 
содержат изолированных граничных точек. Если функция )(zfw =  кон-
формно отображает область D  на область G  и точка 0z  – изолированная 
граничная точка области ,D  тогда можно доказать, что точка 0z  должна 
быть устранимой особой точкой или полюсом первого порядка функции 

)(zf . Более того, если через *D  обозначить область, полученную при-
соединением к области D  всех ее изолированных граничных точек, то 
функция )(zfw =  будет однолистной в *D . 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 4.39. Пусть область D  – -N связная область плоскости z  и 

функция )(zfw =  является однолистной мероморфной функцией в ,D  
которая отображает D  в область G  плоскости w . Тогда G  также являет-
ся N -связной областью. 

Сформулированная теорема показывает, что -N связная область при 
конформном отображении должна сохранять порядок связности. Но если 
две многосвязные области имеют один и тот же порядок связности, озна-
чает ли это, что между ними можно построить конформное отображение? 
В общем случае это неверно. В дальнейшем ограничимся рассмотрением 
двусвязных областей. Справедлива следующая теорема. 

Теорема 4.40. Любую двусвязную область можно конформно ото-
бразить на концентрическое кольцо. 

Рассмотрим вопрос о существовании конформного отображения ме-
жду произвольными двусвязными областями. С учетом теоремы 4.40 
достаточно рассмотреть возможность конформного отображения одного 
концентрического кольца на другое.  

Теорема 4.41. Аналитическая однолистная функция, отображающая 
кольцо 1 2r z r< <  на кольцо 1 2wρ < < ρ , существует тогда и только то-
гда, когда выполняется условие 

 

 2 2

1 1

r
r

ρ
=

ρ
. (4.20) 
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◄ Не ограничивая общности, можно считать, что 1 20 r r< < < ∞ , 
1 20 < ρ < ρ < ∞ . В противном случае, как установлено в начале раздела, 

можно свести задачу к задаче существования конформного отображения 
между двумя односвязными областями присоединением изолированной 
граничной точки области к самой области. 

Достаточность очевидна, так как если условие (4.20) выполняется, то 
функция  

1

1
( )w f z z

r
ρ

= =  или 1 2( ) rw f z
z
ρ

= =  

конформно отображает кольцо 1 2r z r< <  на кольцо 1 2wρ < < ρ . 
Необходимость. С помощью принципа симметрии можно продол-

жить аналитически функцию )(zfw =  в области 
2

1
1

2

r z r
r

< <   и  
2

2
2

1

rr z
r

< < , 

которые симметричны кольцу 1 2r z r< <  относительно окружностей 

1z r=  и 2z r=  соответственно. Следовательно, )(zfw =  отображает 
кольцо 1 2r z r≤ ≤  биективно и взаимно непрерывно на кольцо 

1 2wρ < < ρ , и отображает окружности 1z r=  и 2z r=  на окружности 

1w = ρ  и 2w = ρ  соответственно или на окружности 2w = ρ  и 1w = ρ  со-
ответственно. Полученная в результате такого аналитического продол-
жения функция  

( )

( )

2 2
1 1

12 21

1 2
2 2
2 2

22 12

, ,
/

( ) ( ), ,

,
/

r z r
rf r z

F z f z r z r

rr z
rf r z

⎧ ρ
< <⎪

⎪
⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪ ρ⎪ < <
⎪
⎪⎩

 

 

однолистна и аналитична внутри кольца 
2 2

1 2

2 1

r rz
r r

< <  и отображает его 

на кольцо 
2 2
1 2

2 1
wρ ρ

< <
ρ ρ

. Аналогично строится функция )(zF  во втором 

случае. 
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Далее применим принцип симметрии для аналитического продолже-
ния )(zfw =  на кольцо: 

4 4
1 2

1 2
2 1

r rr z r
r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
< <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

продолженная функция будет конформно отображать это кольцо на 
4 4

1 2
1 2

2 1
w

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ
ρ < < ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

В результате получим, что построенная с помощью симметрий фун-
кция конформно отображает область ∞<< z0  на область ∞<< w0 . 
При этом в первом случае имеем: 

 
0

lim ( ) 0, lim ( ) ,
z z

F z F z
→ →∞

= = ∞  (4.21) 
 

а во втором: 

 
0

lim ( ) , lim ( ) 0.
z z

F z F z
→ →∞

= ∞ =  (4.22) 
 

Таким образом, функция )(zFw =  конформно отображает расши-
ренную комплексную плоскость на себя, и поэтому функция )(zF  явля-
ется дробно-линейной. С учетом формул (4.21) и (4.22) получим: 

azzF =)(  или 
z
azF =)( , 

где a  – некоторое комплексное число. В частности, azzf =)(  или 

( ) af z
z

=  при 21 rzr << . Очевидно, что (4.20) выполняется в обоих слу-

чаях. ► 
Рассмотрим конформные отображения многосвязной области на кру-

говые области. Круговой областью называется область, граница которой 
состоит из объединения окружностей. Приведем теоремы о существова-
нии и единственности однолистной функции, которая конформно ото-
бражает многосвязную область на круговую. 

Лемма 4.3. Предположим, что D  – -N связная круговая область, по-
лученная удалением 1−N  круга из единичного круга }1|:|{ <zz , причем 

Dz ∈= 0 , и G  – -N связная круговая область, полученная удалением 
1−N  круга из единичного круга }1|:|{ <ww , причем 0 .w G= ∈  Если 
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)(zfw =  конформно отображает область D  на область G  и удовлетво-
ряет одному из следующих условий: 

1) (0) 0, (1) 1f f= = ; 
2) jj aaf =)( , где ( )1, 2, 3ja j =  – различные точки окружности 
1=z , то zzfw == )( . 

◄Пусть { } ( )1, ...,j j jz z j NΓ ≡ − = γ =  – граничные окружности об-

ласти D , где 1 { :| | 1}z zΓ = = , { } ( )1, ...,j j jL w w j N≡ − = ρ =  – граничные 
окружности области ,G  где 1 { :| | 1}L w w= = . Не ограничивая общности, бу-
дем считать, что )(zfw =  отображает jΓ  на jL  ( )1, ...,j N= . Обозначим че-
рез η2  кратчайшее расстояние между jΓ  и 0=z , тогда понятно, что 0>η . 
Во-первых, продолжим по симметрии )(zf  на внешность области ,D  получим: 

2

2

( ), ,

, ,( ) j
j j

j
j j

j

f z z D

w z DF z
f z w

z z

⎧ ∈
⎪

ρ⎪ + ∈= ⎨ ⎛ ⎞γ⎪ + −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎩

 

где 1
1:1

1
D z< <

− η
 и 

2

: , 2, ..., .j
j j j

j
D z z j N

γ
< − < γ =

γ + η
 Функция 

)(zFw =  – однолистная аналитическая в области 
1

N

j
j

D D
=

∪∪ . Обозначим 

zzFzww −== )()( , 
1

,
N

j
j

z D D
=

∈ ∪∪  и предположим, что )(zw  не равна 

тождественно нулю. Поскольку нули аналитической функции являются 
изолированными, то можно найти положительное число δ , η<δ<0 , та-
кое что )(zw  не имеет нулей в следующих областях: 

1
1:1 ,

1
D z′ < ≤

− δ
 

1 :1 1,D z− δ ≤ <�  
2

2: ,j
j j j

j
D z z

γ
′ ≤ − < γ

γ + δ
 

: ( 2, ..., ).j j j jD z z j Nγ < − ≤ γ + δ =�  
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Обозначим 
, ( 1, ..., ),j j j jw z j m= ρ = γ =  

, ( 1, ..., ),j j j jw z j m l= ρ ≠ γ = +  

( 1, ..., )j jw z j l N≠ = +  

и определим 

1

1: ,
1

z zδ
⎧ ⎫Γ ≡ =⎨ ⎬− δ⎩ ⎭

 

{ }
1

: 1 ,z zδΓ ≡ = − δ�  

2

: ,
j

j
j

j
z z zδ

⎧ ⎫γ⎪ ⎪Γ ≡ − =⎨ ⎬γ + δ⎪ ⎪⎩ ⎭
 

{ }: ( 1, , ).
j j jz z z j mδΓ ≡ − = γ + δ =� …  

Пусть 
1 1

, ,
m m

j j
j j

D D D D D Dδ δ
= =

′= ∪ = −� �∪ ∪  где 
1 1

j

m N

j
j j m

δ δ
= = +

Γ = Γ ∪ Γ∪ ∪  явля-

ется границей Dδ
� . Используя DN  и 

1
NΓ  для обозначения нулей функции 

)(zw  в области D  и на единичной окружности 1Γ  соответственно, по 
принципу аргумента для аналитических функций получим: 

1
arg ( ) 2 ( )Dw z N N

δΓ ΓΔ ≥ π + . 

Отметим, что 
( ) ( )w z F z z= − =  

( )
2 2 2

2 2

1 1 ( ) 1 1, , ,
1 1 ( ) 1

( )
.

( ( ) ) ( )( ( ) ) ( ( ) )
j j j

j jj j j j j j j j

w z
f z z f z

w
f z zf z z z z z z z z

⎧ − ξ
− = ξ = =⎪ ξ ξ − δ⎪

= ⎨ γ γ −γ ξ⎪ − =⎪ ξ − ξ −γ − + − γ − + −⎩

 

Тогда для 2 / ( )j j jz z zξ = γ − + , ( )
2

1, ...,j
j

j
z z j m

γ
− = =

γ + δ
 получим: 

1 1 1 1 1
arg ( ) arg ( ) arg arg ( ) 4 arg ( ),w z f w w

δ δ δ δ δΓ Γ Γ Γ ΓΔ = Δ ξ + Δ ξ − Δ ξ = π − Δ ξ� � � �  
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1
arg ( ) arg ( ) arg( ) arg ( )

j j j j
j jw z f z z w

δ δ δ δΓ Γ Γ Γ⎡ ⎤Δ = Δ ξ − + Δ ξ − − Δ ξ =⎣ ⎦� � �  

4 arg ( ), 2, ..., ,
j

w j m
δΓ= − π − Δ ξ =�  

arg ( ) arg( ( ) ( ))
j j j jw z f z z z zΓ Γ ⎡ ⎤Δ = Δ − − − =⎣ ⎦  

( )
arg ( ) arg 1 2 , 1, ..., .

j j

j
j

j

z z
f z z j m l

f z zΓ Γ

⎡ ⎤−
⎡ ⎤= Δ − − Δ − = − π = +⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Изобразим окружности jΓ  и jL , 1 ,l j N+ ≤ ≤  на одной комплексной 
плоскости. Можно доказать, что 
 arg ( ) 0, 1 .

j
w z l j NΓΔ ≤ + ≤ ≤  (4.23) 

Если jΓ  и jL  не пересекаются и не касаются друг друга (если каса-
ются внешним образом, то zzf ≠)(  в точке касания), тогда по крайней 
мере одно из приведенных ниже неравенств выполняется на jΓ  (за ис-
ключением, быть может, jz  или jw ): 

1. ( ) j jf z z z z− > − , 

2. ( ) j jf z w z w− < − . 

В первом случае имеем: 

( )

( )

arg ( ) arg ( ) ( )

arg ( ) arg 1 0.

j j

j j

j j

j
j

j

w z f z z z z

z z
f z z

f z z

Γ Γ

Γ Γ

Δ = Δ − − − =

⎡ ⎤−
⎡ ⎤= Δ − + Δ − ≤⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Аналогично для второго случая. Предположим сначала, что jΓ  и jL  
касаются внешним образом в точке ,A  в которой zzf =)(  (рис. 4.1.). Ес-
ли z  начинает движение от точки A  по окружности jΓ  в положительном 

направлении, то вектор zzf −)(  переходит из положения 1AB
JJJG

 в положе-
ние 2.AB

JJJJG
 Это показывает, что [ ]arg ( ) 0.

j
f z zΓΔ − = −π <  

Предположим, что jΓ  и jL  пересекаются в двух точках 1A  и 2A , 
в которых zzf =)(  (рис. 4.2). Обозначим через *Γ  часть круговой дуги, 
которая обходится вдоль jΓ  в положительном направлении от точки 1A  
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к точке 2A . Пусть ** *jΓ = Γ − Γ . Для *z ∈Γ  )(zf  лежит во внешности jΓ  

и ( ) j jf z w z w− > − . Для **Γ∈z  )(zf  лежит во внутренности jΓ  и 

( ) j jf z w z w− < − . Поэтому 

( )

( )

* *

** **

arg ( ) arg ( ) arg 1

arg ( ) arg 1 2 0,

j

j
j j

j

j
j

j

z w
f z z f z w

f z w

z w
f z w

f z w

Γ Γ Γ

Γ Γ

⎡ ⎤−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ − = Δ − + Δ − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−
⎡ ⎤+Δ − + Δ − ≤ − π + π + π =⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

где ( ) ( )** **
arg arg ( )j jz w f z wΓ ΓΔ − = Δ − . Остальные случаи могут быть 

проанализированы аналогично. 
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Объединяя все полученные выше соотношения, имеем: 

( )
1

1 1arg ( ) 2 2 arg ( )
2 2DN N w z l w z

δ δΓ Γ Γ+ ≤ Δ = − − Δ +
π π

 

 
1

1

1 arg ( ) 2 2 2.
j

N

D D
j l

w z N N NΓ Γ
= +

+ Δ ≤ − ⇒ + ≤
π ∑  (4.24) 

Однако, по условию данной леммы (0) (0) 0 0,w f= − =  (1)w =  
(1) 1 0f= − = , следовательно, 

1
1, 1DN NΓ≥ ≥ , что противоречит (4.24). Бо-

лее того, из второго условия леммы ( ) ( ) 0, 1, 2, 3j j jw a f a a j= − = = , сле-
довательно, 

1
3NΓ ≥ , что снова противоречит (4.24). Эти противоречия 

доказывают, что 
( ) 0w z ≡ , т. е. ( ) , .f z z z D≡ ∈  

Что и требовалось доказать.► 
Из леммы 4.3 вытекает следующая теорема. 
Теорема 4.42. Пусть D  – -N связная область комплексной плоско-

сти z , содержащей бесконечно удаленную точку. Тогда существует не 
более одной однолистной мероморфной функции )(zfw =  в ,D  которая 
конформно отображает D  на круговую область G  плоскости w , причем 

∞=∞)(w  и в окрестности точки ∞=z  имеет место разложение 

 1( ) ...aw f z z
z

= = + + . (4.25) 

Для доказательства теоремы существования конформного отобра-
жения многосвязной области на круговую используется метод связ-
ности. 

Теорема 4.43. Пусть D  – -N связная область комплексной плоско-
сти z , содержащей бесконечно удаленную точку. Тогда существует од-
нолистная мероморфная функция )(zfw =  в ,D  удовлетворяющая сле-
дующим условиям: 

1) )(zfw =  конформно отображает D  на -N связную круговую об-
ласть плоскости ω ; 

2) )(zfw =  отображает ∞=z  в ∞=ω , и в окрестности бесконечно 
удаленной точки имеет место разложение  

 1( ) ... .aw f z z
z

= = + +  (4.26) 
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4.6. Группы  Шоттки 
 
Конечное или бесконечное множество преобразований называют 

группой относительно групповой операции, именуемой произведением, 
если:  

а) вместе с каждым преобразованием множеству принадлежит и об-
ратное преобразование;  

б) произведение любых двух преобразований, принадлежащих мно-
жеству, есть преобразование, принадлежащее множеству. 

Под такое определение подходят множества различных типов преоб-
разований. В случае множества дробно-линейных преобразований груп-
повой операцией является композиция преобразований. 

Из пункта б) определения следует, что преобразование, равносиль-
ное совокупности последовательно выполненных преобразований, при-
надлежащих множеству, также принадлежит этому множеству. В частности, 
любая положительная или отрицательная целая степень принадлежащего 
группе преобразования T  также принадлежит группе. Преобразование 

1−TT (=id) также принадлежит группе. Значит, каждая группа содержит 
тождественное преобразование. 

Например, множество всех дробно-линейных преобразований, ос-
тавляющих неизменной некоторую фигуру плоскости z , есть группа. 
В частности, множество всех дробно-линейных преобразований, остав-
ляющих неподвижной фиксированную точку, есть группа. Множество 
вращений относительно начала координат, порожденное преобразова-

ниями 
2 4 2( 1)

, , , ...,
i i m i

m m mz z e z e z e z
π π − π

′ = , также образует группу.  
Определение 4.8. Пусть 1 2, , ..., NQ Q Q  и , , ,' ' '

1 2 NQ Q ... Q  – два се-
мейства окружностей. Пусть окружности каждого семейства расположе-
ны вне друг друга (т. е. окружности каждого из семейств не налегают 
друг на друга). Пусть jT – дробно-линейное преобразование относитель-

но z  или z , которое отображает jQ  на '
jQ и внутренность каждой окруж-

ности jQ  на внешность окружности '
jQ . Такое преобразование порожда-

ет группу jΚ . Композиция этих групп jΚ , 1, 2, ..., ,j N=  называется 
группой Шоттки, порожденной преобразованиями jT , 1, 2, ..., .j N=  

Группы Шоттки в общем случае имеют достаточно сложную структу-
ру. Поэтому нет возможности доказать в общем виде свойства таких групп. 

Рассмотрим специальный случай группы Шоттки, когда порождаю-
щее ее преобразование – это преобразование симметрии относительно 
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окружностей jQ  ( '
j jQ Q= ). Пусть { }( , ) :j j j j j jQ Q a r z z a r= = ∈ − =C , 

1, 2, ...,j N=  – семейство окружностей на комплексной плоскости. Рас-
смотрим отображения 

 ( ) ( )( )( )1 1 1 1

** *
, , ..., , ...,:

m m m
m

j j j j j j
z z

− −
= , (4.27) 

 

где ( )

2
* j

jj
j

r
z a

z a
= +

−
 – преобразование симметрии относительно окруж-

ности jQ . Таким образом, ( )1 1

*
, , ...,m mj j jz

−
 – композиция последовательно 

выполненных преобразований симметрии относительно окружностей 
1 1
, ..., ,

m mj j jQ Q Q
−

. В наборе индексов 1 1, , ...,m mj j j−  два рядом стоящих 
индекса не являются равными. Число m  называют уровнем отображе-
ния ( )1 1

*
, , ...,m mj j jz

−
. Если m  – четное, то отображения представляют собой 

преобразования Мебиуса. Если m  – нечетное, то отображения представ-
ляют собой преобразования Мебиуса относительно z . Эти отображения 
можно записать в виде 

( ) ( )( )k k k k kz z zϕ = α + β γ + δ , если m  – четное, 

( ) ( )( )k k k k kz z zϕ = α + β γ + δ , если m  – нечетное, 

где 1=γβ−δα kkkk . 
Таким образом, zz =ϕ )(0 , *

1 (1)( )z zϕ = , *
2 (2)( )z zϕ = , …, *

( )( )m mz zϕ = , 
*
( 1,1)( )m k kz z+ +ϕ = , 1≥k , … . 

Функции kϕ  порождают группу Шоттки Κ . Обозначим через G  
подгруппу группы Κ , содержащую отображения kϕ  четного порядка, а 
через F  – семейство, содержащее отображения kϕ  нечетного порядка. 

Отметим некоторые свойства симметрий. 

1. Любое дробно-линейное преобразование zw
z

α + β
=

γ + δ
 комплексной 

плоскости C  эквивалентно четному числу преобразований симметрии 
относительно некоторой окружности. 

2. Дробно-линейное преобразование комплексной плоскости C  (от-
личное от тождественного) имеет не более двух неподвижных точек. Та-
ким образом, этим свойством обладают элементы подгруппы .G  
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3. Любое преобразование zw
z

α + β
=

γ + δ
 может быть представлено 

в форме 

1 1

2 2

w zK
w z

− ζ − ζ
=

− ζ − ζ
 

или ( )1 1w K z− ζ = − ζ , где 1 2,ζ ζ  – неподвижные точки отображения, а 
коэффициент K  – комплексное число, удовлетворяющее соотношению 

1K
K

+ = α + δ . 
 

4. Если θ= iAeK , ( )2,0[,0 π∈θ>A ), то говорят, что преобразование w : 
1) гиперболического типа, если AK = ; 
2) эллиптического типа, если iK e θ= ; 
3) локсодромического типа, если , 0iK Ae θ= θ ≠ . 

5. Пусть преобразование 
δ+γ
β+α

=
z
zw  имеет две неподвижные точки 

21,ζζ  и представимо в форме 

2

1

2

1

ζ−
ζ−

=
ζ−
ζ−

z
zK

w
w . 

Тогда m -я итерация этого преобразования, т. е. преобразование 
( )

раз
... ,m

m
w w w w= D D D��	�
  

имеет те же неподвижные точки, что и w , и представима в виде 

1 1

2 2

mw zK
w z

− ζ − ζ
=

− ζ − ζ
. 

Следует заметить, что такое свойство выполняется только для пре-
образований симметрии четного порядка. Для преобразований симмет-
рии нечетного порядка ситуация более сложная. 

6. Множеством неподвижных точек преобразования нечетного по-

рядка zw
z

α + β
=

γ + δ
 может являться либо вся комплексная плоскость C , 

либо окружность, либо две точки, либо одна точка, либо пустое мно-
жество. 
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Г л а в а 5 

КРАЕВЫЕ  ЗАДАЧИ 
 

5.1. Функциональные  пространства 
 
Для построения классических решений краевых задач, возникающих 

при исследовании композиционных материалов, необходимо предписы-
вать определенную гладкость граничным значениям этих решений. Обыч-
но это делается с использованием некоторых классических определений 
функциональных пространств. Приведем ряд основных определений про-
странств гладких и кусочно-гладких функций, определенных на связных 
подмножествах R ( 1, 2,3)MX M⊆ =  (в частности, на каждой связной ком-
поненте границы Ω∂  области Ω ). 

Семейство функций 
( ) { : C(R); непрерывна на }С X f X f X= →  

формирует пространство непрерывных функций. Если X  – либо замкну-
тая поверхность, либо замкнутая кривая, то )(XC  является банаховым 
пространством с нормой, определяемой формулой 

sup | ( ) | .x XCf f x∈=  

Пространство непрерывных по Гельдеру функций )(XH α  вводится 
для любого фиксированного 10 ≤α<  с помощью следующего условия: 

1 2 1 2 1 2( ) { ( ) : 0, | ( ) ( ) | | | , , }H X f C X C f x f x C x x x x Xα α= ∈ ∃ > − < − ∀ ∈  
 

(здесь 1 2| |x x−  означает евклидово расстояние между точками множест-
ва X  в RM ). Эти пространства носят название пространств Гельдера 
(кроме указанного выше, встречаются также следующие обозначения для 
таких пространств: 0,( ), ( )Lip X C Xα

α . Они являются линейными подпро-
странствами пространства )(XC . Опять же, если X  – связное замкнутое 
множество (в частности, замкнутая поверхность, замкнутая кривая), то 
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)(XH α  является банаховым пространством с нормой, определяемой 
формулой 

1 2

1 2
,

1 2

( ) ( )
sup : ( ; )x x XC C

f x f x
f f f h f

x x
∈ αα

−
= + = + α

−
. 

В случае, когда множество X  не является замкнутым множеством (на-
пример, X  –  область, кривая, кусочно-гладкая поверхность, кусочно-гладкая 
кривая), то удобно использовать понятие весовых пространств Гельдера 

0 0 0( ; ) { : , ( ) ( ) ( ), ( )}H X f f f x f x x f H Xα αρ = ∃ = ρ ∈  

для некоторой заданной весовой функции ρ  (например, 
1

( ) | | l
n

l
l

x x x β

=

ρ = −∏ , 

где Rl +β ∈ ). 
Для того чтобы ввести пространства дифференцируемых функций 

в RM , удобно воспользоваться понятием мультииндекса. Пусть 
3

1 2 3( , , ) Rx x x X= ∈ ⊆x , : C(R)f X → . Обозначим :j
j

ff
x

∂
∂ =

∂
 производ-

ную функции f  по переменной jx . Вектор 3
1 2 3( , , ) Zk k k += ∈k  называет-

ся мультииндексом, а 1 2 3k k k= + +k  – его длиной. -яk  (частная) произ-
водная функции f  определяется равенством 

31 2

| |

1 2 3
, .kk k

ff f f
x x x
∂

∂ = ∂ =
∂ ∂ ∂

k
k 0  

Тогда пространство ( ;R) ( ( ;C)), Nm mC X C X m∈ , – это пространство 
всех функций : Rf X →  (соответственно : Cf X → ), таких что все ча-
стные производные ,||0, mf ≤≤∂ kk  непрерывны на множестве .X  Заме-
тим, что если множество X  или его часть представляет собой гладкую 
поверхность или гладкую кривую, то соответствующие производные бе-
рутся в касательном направлении к поверхности или кривой. 

Семейство пространств Шаудера определяется, например в случае 
пространств вещественнозначных функций, следующим образом (для 
любых N, 0 1m∈ < α ≤ ): 

, ( ;R) { ( ;R) : 0, | ,m mC X f C X Cα = ∈ ∃ > ∂k  

1 2 1 2( ) ( ) | | | ,f f C α− ∂ < −kx x x x  

1 2, , | | }.X m∀ ∈ =x x k  
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Аналогично определяются пространства Шаудера комплексно-знач-
ных функций , ( ;C), N, 0 1mC X mα ∈ < α ≤ . Если X  – либо замкнутая по-

верхность, либо замкнутая кривая, то , ,( ;R) ( ( ;C))m mC X C Xα α  является 
банаховым пространством с нормой, определяемой формулой 

,
| | 0 | |

( ; )
m

Cm
m

f f h fα
= =

= ∂ + ∂ α∑ ∑k k

k k
. 

Наконец, семейство бесконечно дифференцируемых функций 
( )C X∞  определяется следующим образом: 

3( ) { ( ) : Z , , ( )}C X f C X X f∞
+= ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∃∂kk x x . 

Следует отметить, что пространство 2R  изометрично C.  Поэтому 
все приведенные выше производные могут вычисляться относительно 
комплексной переменной iyxz += . Однако полученные при этом опре-
деления будут сильнее определений, содержащих производные относи-
тельно двух вещественных переменных yx, . Функция ( ) ( ) ( )f z u z iv z= + =  

( , ) ( , )u x y iv x y= +  C -дифференцируема (т. е. дифференцируема относи-
тельно переменной z ) в некоторой области на комплексной плоскости 
тогда и только тогда, когда функция f  R -дифференцируема (т. е. диф-
ференцируема относительно двух вещественных переменных yx, ) и в этой 
области выполнены условия Коши – Римана 

,u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

 или 0f
z

∂
=

∂
. 

Пусть Γ  – простая замкнутая кривая на комплексной плоскости C , а 
Γ= intX  – конечная часть плоскости, ограниченная Γ . Множество всех 

непрерывных функций из )(ΓC , допускающих аналитическое продолже-
ние в область Γ= intX , будем обозначать ( )AC Γ  (или )(XCA ). Это про-
странство является банаховым с нормой, совпадающей с супремум-
нормой на cl X . Аналогичное определение может быть дано для про-
странств функций из , ( ;C)mC α Γ , допускающих аналитическое продолже-

ние в область Γ= intX . Такие пространства обозначаются , ( )m
AC α Γ  (или 

, ( )m
AC Xα ). Наконец, аналогичным образом вводятся пространства ( )AC∞ Γ  

(или ( )AC X∞ ). 
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Пусть RMX ⊆  – открытое связное множество. Символом )(XLp , 
∞<≤ p1 , обозначается множество всех измеримых (в смысле Лебега) 

функций : R(C)f X → , удовлетворяющих условию 

 | ( ) | .p

X

f d < +∞∫ x x  (5.1) 

Две функции, удовлетворяющие подобному условию, называются 
эквивалентными, если интеграл вида (5.1) от их разности равен нулю 
(или, что то же самое, мера множества точек из ,X  на котором эти функ-
ции не совпадают, равна нулю). Множество классов эквивалентности 
функций из )(XLp  образуют пространство Лебега ( ), 1pL X p≤ < ∞ , ко-
торое является банаховым с нормой 

1/

|| || | ( ) | .
p

p
p

X

f f d
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ x x  

Символом ( )L X∞  обозначается множество всех измеримых (в смыс-
ле Лебега) функций : R(C)f X → , ограниченных в существенном, т. е. 
таких, для которых конечен существенный супремум 
 esssup | ( ) | .X f∈ < +∞x x  (5.2) 

Последнее условие означает, что существует множество ,E X⊂  
mes 0,E =  такое что 

.|)(|sup \ +∞<∈ xx fEX  
Две измеримые функции из )(XL∞  называются эквивалентными, ес-

ли существенный супремум модуля их разности равен нулю. Классы эк-
вивалентности функций из )(XL∞  образуют пространство Лебега ( )L X∞ , 
которое является банаховым с нормой 

|| || esssup | ( ) | .Xf f∞ ∈= x x  
Во многих задачах математической физики недостаточно рассматри-

вать только классические решения соответствующих дифференциальных 
уравнений, т. е. решения, принадлежащие одному из пространств диф-
ференцируемых функций. Среди наиболее удобных обобщений введен-
ных выше пространств следует выделить так называемые пространства 
Соболева. Основная идея, ведущая к построению этих пространств, свя-
зана с использованием понятия слабой производной.  

Говорят, что множество RMX X′ ⊂ ⊂  является собственным под-
множеством множества ,X  если замыкание X ′  есть подмножество ,X  
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т. е. cl .X X′ ⊂  Этот факт обозначается символом X X′ ⊂⊂ . Пространст-
во ,loc ( ), 1pL X p≤ ≤ ∞ , – это пространство (классов эквивалентности) из-
меримых по Лебегу функций : R(C)f X → , таких что 

| ( ) |p

X

f d
′

< +∞∫ x x  (соответственно esssup | ( ) |X f′∈ < +∞x x ) 

для любого ограниченного измеримого множества X X′ ⊂⊂ . Обозначим 
также символом 0 ( )C X∞  класс всех бесконечно дифференцируемых фун-
кций : R(C)f X → , имеющих компактный носитель в ,X  т. е. для кото-
рых существует замкнутое ограниченное множество X X′ ⊂⊂ , такое что 

( ) 0, \ cl .f X X ′= ∀ ∈x x  
Пусть 3

0N∈k  – мультииндекс, 1,loc, ( ),f g L X∈  и для любой функции 
)(0 XC∞∈η  выполняется соотношение  

| |( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) .
X X

f d g d∂ η = − η∫ ∫k kx x x x x x  

Тогда функция g  называется слабой частной производной функции 
f  порядка k . Слабая частная производная обозначается тем же симво-
лом, что и обычная (сильная) производная .g f= ∂k  

Пространство Соболева , ( ), 1 ,s pW X p s +≤ < +∞ ∈Z , состоит из всех 
(классов эквивалентности) функций ,locL ( )pf X∈ , для которых сущест-

вуют слабые производные f∂k  любого порядка ,k  | | s≤k , такие что 
( )pf L X∂ ∈k , ,∀k  | | .s≤k  Пространство , ( )s pW X  является банаховым, 

если ввести норму по формуле 

, ,
| |

|| || || || .s p X p
s

f f
≤

= ∂∑ k

k
 

При 2p =  пространство ,2( )sW X  имеет специальное обозначение 
( )sH X . Пространство ( )sH X  является гильбертовым со скалярным 

произведением, определенным соотношением 

2

,
| | | |( )

, , ( ) ( )s X
s s XL X

f g f g f g d
≤ ≤

= ∂ ∂ = ∂ ∂∑ ∑ ∫k k k k

k k
x x x . 

Множество 0 (R )MC∞  является всюду плотным подмножеством мно-
жества 1(R )MH . Если R ,MX ≠  то замыкание в 1( )H X  множества 0 ( )C X∞  
по норме пространства 1( )H X  обозначается 1

0( )H X . 
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Множество всех линейных непрерывных функционалов на 1
0( )H X  

относительно скалярного произведения в 1
0( )H X  

1,
| | 1

, ( ) ( ) ( ) ( )X
X X

f g f g d f g d
≤

= + ∂ ∂∑∫ ∫ k k

k
x x x x x x  

обозначается 1( )H X− . 
Пусть Q  – это параллелепипед в RM , 2, 3M = . Тогда пространства 

, ,
,per ,per( ) (cl )m m

A AC Q C Qα α∂ = , ,per ,per( ) (cl )A AC Q C Q∞ ∞∂ = , ,
per (cl )s pW Q , per (cl )sH Q  – 

это подпространства , (cl )m
AC Qα , (cl )AC Q∞ , , (cl )s pW Q , (cl )sH Q  соответ-

свенно, содержащие такие функции, которые допускают периодическое 
продолжение с Q  на все пространство R .M  

 
5.2. Простейшие краевые задачи и их решение 

 
Краевая задача Римана для аналитических функций. Предполо-

жим, что D+  – ограниченная ( )1+N -связная область на плоскости z , и 
граница этой области состоит из 1+N  простой гладкой замкнутой кри-
вой: 0 1 NL L L L= ∪ ∪ ∪… , где контур 0L  содержит внутри себя все ос-
тальные 1, , NL L… . Пусть 0L  – граница области 0D , а jL  – граница облас-

ти jD , 1,j N∈ , и 0 1( \ cl ) ND D D D− = ∪ ∪ ∪C … . Ориентация на контуре 
L  выбрана так, что область +D  остается слева при обходе контура. Для 
определенности 0 .D+∈  

Краевой задачей Римана называется задача нахождения кусочноана-
литической функции )(zF  в D+  и ,D−  непрерывной вплоть до границы 
L  и удовлетворяющей следующему условию: 
 ( ) ( ) ( ) ( ), ,F t G t F t g t t L+ −= + ∈  (5.3) 

 

где )(tG  и )(tg  – заданные комплекснозначные функции на L , ( ) 0G t ≠ , 
и , ( ), 0 1G g H Lμ∈ < μ < . В частности, если 0)( =tg , то (5.3) принимает вид 

 ( ) ( ) ( ), ,F t G t F t t L+ −= ∈  (5.4) 
и называется однородной краевой задачей Римана. 

Рассмотрим частный случай задачи Римана – задачу о скачке, т. е. 
когда в краевом условии (5.3) 1)( ≡tG : 

( ) ( ) ( ),F t F t g t t L+ −− = ∈ . 
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Функция τ
−τ
τ

π
= ∫ d

z
g

i
zF

L

)(
2
1)(  дает единственное решение задачи о 

скачке в классе функций, исчезающих на бесконечности, т. е. ( ) 0F − ∞ = . 
Разрешимость задач (5.3) и (5.4) определяется так называемым ин-

дексом задачи. Индексом  функции )(tG  по ориентированной кривой L  
называется разделенное на π2  приращение ее аргумента при обходе кри-

вой L  в соответствии с выбранной ориентацией: 1 [arg ( )] .
2 LG t=
π

 Ин-

дексом краевой задачи Римана называется индекс ее коэффициента. 
Канонической функцией )(zX  будем называть функцию, удовлетво-

ряющую краевому условию (5.4), кусочно-аналитическую и имеющую 
нулевой порядок всюду в плоскости, за исключением бесконечно уда-
ленной точки, где ее порядок равен индексу задачи. 

Теорема 5.1. Для однородной краевой задачи Римана (5.4) справед-
ливы следующие утверждения о ее разрешимости: 

1. При 0≥  общее решение задачи (5.4), ограниченное на бесконеч-
ности, имеет вид: 
 ( ) ( ) ( )z X z P zΨ = , (5.5) 

 

где P  – многочлен степени не выше  с комплексными коэффициента-
ми, а каноническая функция )(zX  определяется равенством (в котором 

j jz D∈  – некоторые фиксированные точки, а 1 [arg ( )]
2 jj LG t=
π

): 

1( )
1

( )

( ) ( ) , ,
( )

, .

Nz
N

z

e z z z z z D
X z

z e z D

−−Γ +

− Γ −

⎧ − − ∈⎪= ⎨
∈⎪⎩

…
 

2. При 0<  единственным решением задачи (5.4), ограниченным на 
бесконечности, является нулевое решение. 

Теорема 5.2. Для неоднородной краевой задачи Римана (5.3) спра-
ведливы следующие утверждения о ее разрешимости: 

1. При 0≥  общее решение задачи (5.3), ограниченное на бесконеч-
ности, представляется в виде: 

 

0( ) ( ) ( ),F z F z z= + Ψ  

 0
( ) ( )( ) ,

2 ( )( )L

X z g t dtF z
i X t t z+=
π −∫  (5.6) 

 

где ( ) ( ) ( )z X z P zΨ =  – общее решение однородной задачи Римана (5.4). 
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2. При 0<  неоднородная задача Римана имеет решение, ограни-
ченное на бесконечности, тогда и только тогда, когда выполняются сле-
дующие условия разрешимости: 

 ( ) 0, 0, 1, , | | 2
( )

n

L

g t t dt n
X t+ = = −∫ … . (5.7) 

В этом случае решение: 0( ) ( )F z F z= . 
Краевая задача Гильберта для аналитических функций в одно-

связной области. Пусть задан простой гладкий замкнутый контур L  и 
действительные функции ( ), ( ), ( )a s b s c s  длины дуги s  контура, удовле-
творяющие условию Гельдера. Краевой задачей Гильберта называется 
следующая задача: найти аналитическую в области +D  (для определен-
ности 0z D+= ∈ ) и непрерывную на контуре функцию ( ) ( , )F z u x y= +  

( , )iv x y+ , предельные значения действительной и мнимой частей которой 
удовлетворяют на контуре линейному соотношению 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).a s u s b s v s c s+ =  (5.8) 

Если ( ) 0c s ≡ , то задача называется однородной, в противном слу-
чае – неоднородной. 

Будем считать, что коэффициенты )(sa  и )(sb  не обращаются одно-

временно в нуль. Поделив краевое условие на 2 2( ) ( )a s b s+ , приведем 
его к такому случаю, когда коэффициенты удовлетворяют условию 

2 2( ) ( ) 1a s b s+ = . Тогда краевое условие (5.8) можно переписать в одной 
из двух равносильных форм: 

 ( )Re ( ),
( ) ( )

F t c s
a s ib s

⎧ ⎫
=⎨ ⎬+⎩ ⎭

 (5.8') 

 

 ( ){ }Re ( ) ( ) ( ) ( )a s ib s F t c s− = , (5.8'') 
 

где ),(),()( yxivyxuzF +=  – искомая функция. 
Индекс  функции )()( sibsa +  называется индексом задачи Гильберта. 
Определение 5.1. Регуляризующим множителем комплексной функ-

ции )()( sibsa + , заданной на контуре L , называется действительная по-
ложительная функция точек контура )(sp , такая что [ ])()()( sibsasp +  есть 
краевое значение функции )(z+χ , аналитической и имеющей нулевой по-
рядок всюду в области ,D+  за исключением, может быть, начала коор-
динат, где ее порядок равен индексу . 
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Теорема 5.3. Произвольная функция точек контура, удовлетворяю-
щая на нем условию Гёльдера и не обращающаяся в нуль, имеет единст-
венный действительный регуляризующий множитель. Причем возможны 
следующие случаи: 

1) 0= . Функцию )(z+χ  можно представить в виде ( )( ) i zz e+ γχ = , 

1( ) ( , ) ( , )z x y i x yγ = ω + ω . Регуляризующий множитель определяется с точ-
ностью до постоянного множителя: 

1( )

2 2
( )

( ) ( )

sep s
a s b s

−ω

=
+

, 

 

где 1( , )x yω  – сопряженная гармоническая функция для гармонической 
функции ( , )x yω , которая является решением задачи Дирихле: 

( )( ) arctg
( )

b ss
a s

ω = . 

2) 0≠ . Тогда 
1( )

2 2

| |( )
( ) ( )

st ep s
a s b s

−ω

=
+

, где ( )( ) arctg arg .
( )

b ss t
a s

ω = −  

Поделив обе части краевого условия однородной задачи Гильберта 
на регуляризующий множитель, получим следующее краевое условие: 

( )
( )Re 0i t

F t
t e γ
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Теорема 5.4. Для однородной краевой задачи Гильберта справедли-
вы следующие утверждения о ее разрешимости: 

1. Если индекс задачи Гильберта 0= , то единственное решение за-
дачи имеет вид ( )

0( ) i zF z i e γ= β , где 0β  – произвольная вещественная по-
стоянная.  

2. Если 0,>  то общее решение однородной задачи Гильберта имеет вид: 

( )( ) ( )i zF t z e Q zγ= , где { }0
1

( ) [ ( )] [ ( )]n n
k k

n
Q z i c w z c w z −

=
= β + −∑  ( ( )w w z=  – 

функция, конформно отображающая область +D  плоскости z  на единич-
ный круг плоскости w , причем 0 0( ) 0, ( ) 0).w z w z′= >  Таким образом, за-
дача имеет 2  линейно независимое решение над полем веществен-
ных чисел. 

3. Если  то однородная задача неразрешима. 
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Рассмотрим неоднородную задачу Гильберта. Разделив обе части крае-
вого условия на регуляризующий множитель функции ( ) ( ),a s ib s+  имеем: 

1( )
( )

( )Re | | ( )s
i t

F t t e c s
t e

ω−
γ

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Теорема 5.5. Для неоднородной краевой задачи Гильберта (5.8) 
справедливы следующие утверждения о ее разрешимости: 

1. Если индекс задачи Гильберта  то единственное решение за-

дачи (5.8) имеет вид ( )1( )( )
0( ) ( )si zF z e S e c s iωγ ⎡ ⎤= + β⎣ ⎦ , где S  – оператор 

Шварца, определяющий аналитическую в области функцию по значени-
ям на границе ее вещественной части, 0β  – произвольная вещественная 
постоянная.  

2. Если 0,>  то общее решение неоднородной задачи Гильберта 

имеет вид ( )1( )( )( ) | | ( ) ( )si zF t z e S t e c s Q zωγ −⎡ ⎤= +⎣ ⎦ . 

3. Если < 0,  то неоднородная задача (5.8) разрешима тогда и толь-
ко тогда, когда функция 1( )(| | ( ))sS t e c s iCω− +  имеет при некотором 

RC∈  в точке 0z =  нуль порядка .−  При выполнении этого условия 
единственное решение задачи задается равенством ( )F t =  

1( )( ) ( ( )) .si zz e S t e c s iC− ωγ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

Краевая задача Гильберта для аналитических функций в много-
связной области. В случае задачи Гильберта порядок связности области 
влияет на разрешимость краевой задачи и на число ее решений. 

Пусть +D  – )1( +N -связная область на плоскости z , и граница этой 
области состоит из )1( +N  простой гладкой замкнутой кривой: 

0 1 NL L L L= ∪ ∪ ∪… , причем 0L  содержит внутри себя все остальные 
кривые 1, , NL L… . Компоненты границы ориентированы так, что при их 
обходе область +D  остается слева. 

Краевая задача Гильберта для аналитических функций в много-
связной области D  состоит в нахождении всех функций ( ) ( , )F z u x y= +  

( , )iv x y+ , однозначных и аналитических в области ,D+  непрерывно продол-
жимых на границу L  области D+  и удовлетворяющих краевому условию: 

 { }Re ( ) ( ) ( ),t F t c t t Lλ = ∈ , (5.9) 

где [ ]( ) ( ) ( )a s ib s t s+ = λ , ( ) 1tλ = . Функция ( )tλ  называется коэффици-
ентом задачи Гильберта. 
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Обозначим 1 [arg ( )] ,
2 jj LG t=
π

 0, ,j N=  вычисляя приращение аргу-

мента в соответствии с принятой ориентацией кривых. Величина 
0

N

j
j=

= ∑  

называется индексом коэффициента )(tλ  задачи Гильберта. 
Определение 5.2. Регуляризующим множителем функции ( )tλ  в слу-

чае многосвязной области +D  называется положительная функция ( )p t , 
удовлетворяющая равенству 

 ( )

1
( ) ( ) ( ) , ,

N
N i t

j
j

p t t t t z e t L− γ

=

λ = − ∈∏  (5.10) 

 

где точки 1 2, , , Nz z z…  лежат внутри 1, , NL L…  соответственно, а функ-
ция ( )zγ  – однозначная аналитическая функция в .D+  

Если известен регуляризующий множитель )(tp  для коэффициента 
( )tλ , то решение задачи Гильберта для многосвязной области сводится 

к построению оператора Шварца для многосвязной области (см. подраз-
дел 5.8). Нахождение регуляризующего множителя представляет собой 
отдельную задачу. 

 
5.3. Краевая задача R-линейного сопряжения 

 
Пусть контур L  состоит из конечного числа простых замкнутых 

кривых Ляпунова 0 1, , ..., ,NL L L  ограничивающих конечную 1N + -связ-

ную область 0
1

int ext .
N

k
k

D L L+

=

= ∩  Обозначим через D−  дополнение этой 

области до полной плоскости С , т. е. C \ cl .D D− +=  D− – несвязное 
множество, состоящее из конечного числа ограниченных компонент 

int , 1, ..., ,k kD L k N− = =  и неограниченной компоненты 0 0extD L− = . 
Краевая задача R-линейного сопряжения (называемая также задачей 

Маркушевича) состоит в следующем: найти функции ( ), ( ),z z+ −ϕ ϕ  ана-
литические в , ,D D+ −  −D  соответственно и представимые интегралом 
типа Коши, если почти всюду на L  они имеют граничные значения 

( ), ( )t t+ −ϕ ϕ , удовлетворяющие следующему условию сопряжения: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0,t a t t b t t c t+ − − −ϕ = ϕ + ϕ + ϕ ∞ =  (5.11) 
где ( ), ( ), ( )a t b t c t  – заданные функции точек контура .L  
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Условия на коэффициенты, так же как и классы решений задачи 
(5.11), определены ниже. Линейная независимость будет пониматься 
в смысле линейных комбинаций с вещественными коэффициентами (т. е. 
над полем вещественных чисел). Напомним, что краевая задача называ-
ется нормально разрешимой, если конечно число решений однородной 
задачи (т. е. при 0)( ≡tc ) и число условий разрешимости неоднородной 
задачи, причем последнее совпадает с числом решений сопряженной за-
дачи. Далее будет показано, что краевая задача (5.11) является нормаль-
но разрешимой при 0)( ≠ta . Для этой задачи выделяются три случая, на-
зываемые соответственно 

1) эллиптическим |)(||)(| tbta > ; 
2) параболическим |)(||)(| tbta ≡ ; 
3) гиперболическим |)(||)(| tbta < . 
Исследование разрешимости задачи R-линейного сопряжения 

в эллиптическом случае. Исследуем разрешимость задачи (5.11) в клас-
се аналитических функций, представимых интегралом типа Коши, пре-
дельные значения которых ( ), ( ) ( ), 1,pt t L L p+ −ϕ ϕ ∈ >  в эллиптическом 
случае. 

Теорема 5.6. Пусть )()( LCta ∈ , 0)( ≠ta , ind ( )a tΓ= , )(tb  ограниче-
на и измерима, 1),()( >∈ pLLtc p , и, кроме того, выполняется условие 

 ( ) 2sup
( ) 1t L p

b t
a t S∈

<
+

, (5.12) 

где pS  – норма в ( )pL L  сингулярного интегрального оператора  
1 ( ):

L

d
i t
μ τ

μ = τ
π τ −∫S . 

Тогда  
a) при 0>  однородная краевая задача (5.11) имеет 2  линейно-не-

зависимых решений, а неоднородная безусловно разрешима; 
б) при 0=  краевая задача (5.11) имеет единственное решение; 
в) при 0<  однородная задача имеет только тривиальное решение, а 

для разрешимости неоднородной необходимо и достаточно выполнения 
2 | |  вещественных или | |  комплексных условий разрешимости: 

 [ ( ) 0], 0,1, ..., | | 1 ,k

L

t Q c t dt k− = = −∫  (5.13) 

где Q  – некоторый линейный оператор. 
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Доказательство. 1) 1)( ≡ta . 
Представим искомое решение в виде интеграла типа Коши: 

 1 ( )( ) ,
2 L

z d z D D
i z

+ −μ τ
ϕ = τ ∈ ∪

π τ −∫ , (5.14) 

с плотностью ( ), 1pL L pμ∈ > . Тогда для почти всех Lt∈  выполняются 
формулы Сохоцкого: 

 ( ) ( )1 1( ) , ( )
2 2

t t+ −ϕ = μ + μ ϕ = −μ + μS S . (5.15) 
 

Подставляя (5.15) в краевое условие (5.11), получим эквивалентное 
задаче R-линейного сопряжения интегральное уравнение 

 ( ) .
2
b cμ = −μ + μ +S  (5.16) 

По предположению, 1 (1 ) sup| ( ) | 1
2 p

t L
S b t

∈
+ ⋅ < , значит, к уравнению (5.16) 

применим принцип сжимающих отображений, из которого следует, что 
данное уравнение имеет единственное решение для любой правой части 

( ) ( ), 1pc t L L p∈ > . 
2) )(ta  не равно тождественно единице, но ind ( ) 0

jj L a t= =  для всех 
0,1, , .j N= …  
Предположим сначала, что функция )(ta  удовлетворяет условию 

Гельдера, т. е. )()( LHta α∈ . Тогда )(ta  представляется в виде 
( ) ( ) / ( )a t X t X t+ −= , где )(zX  – соответствующая каноническая функция, 

1)( =∞−X , ( ) ( )X t H L± α∈ , 0)( ≠± tX . В терминах этой функции краевое 
условие (5.11) может быть переписано в виде 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

b t X t c tt t t
a t X t X t

−
+ − −

− +ψ −ψ = ψ + , (5.17) 
 

где ( )( )
( )
tt

X t

±
±

±
ϕ

ψ = . Таким образом, задача в рассматриваемом случае све-

лась к предыдущей (задаче (5.11) в случае 1). При этом условие (5.12) га-
рантирует применимость принципа сжимающих отображений. 

Если же )(ta  просто непрерывна, но не обязательно удовлетворяет 
условию Гельдера, то равномерно аппроксимируем ее гельдеровскими 
функциями ( ) ( )na t H Lα∈ . Перепишем краевое условие (5.11) в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).n nt a t t b t t a t a t t c t+ − − −ϕ = ϕ + ϕ + − ϕ +  
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Найдется такое Nn∈ , что будет выполнено условие 
2max| ( ) ( ) | 1

1nt L p
a t a t

S∈
− < −

+
. 

Таким образом, можно применить описанный выше метод к послед-
нему краевому условию. Следует, однако, заметить, что плюсовая ком-
понента соответствующей канонической функции может иметь нули на 

контуре, хотя при этом будет удовлетворять условию 1
r

n
L

X + ∈  при лю-

бом 1>r . Следовательно, p
n

c L
X −ε+ ∈  для любого сколь угодно малого 

0>ε . Разрешимость задачи в классе функций, имеющих граничные зна-
чения, принадлежащие pL −ε , вытекает тогда из условия  

1( )sup 1
( ) 2

p

t L

Sb t
a t

−ε

∈

+
< , 

которое является следствием (5.12) в силу произвольности 0>ε . Гаран-
тировать разрешимость задачи в классе функций, граничные значения 
которых принадлежат pL , в этом случае нельзя. 

1) 0j≠  для хотя бы одного значения j , но 0 1 0N= + + + =" . 

Рассмотрим функцию 
1

( ) ( ) j
N

j
j

z z z
=

Π = −∏ , где j jz D−∈ . Тогда, вводя 

новую неизвестную функцию ( ) ( ) ( )z z z+ +ψ = Π ϕ , преобразуем краевое 
условие (5.11): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t a t t t b t t t c t t+ − −ψ = Π ϕ + Π ϕ + Π  

Поскольку ind ( ) ( ) 0, 0,1, , ,
jL a t t j NΠ = = …  и ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )
b t t b t
a t t a t

Π
=

Π
 то 

приходим к случаю 2. Задача имеет единственное решение. 
2) 0 1ind ( ) 0L Na t = = + + + ≠" . 
Пусть +∈D0  и 1( ) ( )P z P z−=  – многочлен степени 1−  с произ-

вольными коэффициентами. Полагая ( ) ( ) ( )z z z P z+ − +⎡ ⎤ψ = ϕ −⎣ ⎦ , получим: 

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t a t t b t t c t+ − −ψ = ϕ + ϕ +  (5.18) 
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где 1( ) ( )a t t a t−= , 1( ) ( )b t t b t−= , 1( ) [ ( ) ( )]c t t c t P t−= − . Так как 

0)(ind 1 =taL  и ,
)(
)(

)(
)(

1

1

ta
tb

ta
tb

=  то приходим к случаю 3. Задача (5.18) имеет 

единственное решение при любой правой части )(1 tc . 
Пусть 0≥ . Полагая 0)( ≡tc  и )(tP  равным последовательно 

1 11, , , , , , ,i t it t it− −…  имеем серию задач (5.18), решая которые получим 
линейно независимые решения однородной задачи (5.18), а следователь-
но, однородной задачи (5.11). Полагая далее 0)( ≡tP , но 0)( ≠tc , по-
строим частное решение неоднородной задачи (5.11). 

Пусть 0< . В этом случае 0)( ≡zP , а функции ( ) ( )z z+ +ψ ϕ  связаны 
соотношением ( ) ( ).z z z+ − +ψ = ϕ  Тогда решение ( )z+ϕ  имеет, вообще го-
воря, полюс в точке 0=z . Решение )(z+ϕ  будет аналитическим, если по-
требовать, чтобы ( )z+ψ  имела бы нуль порядка | |  в точке 0=z , что 
приводит к условиям разрешимости (5.13). 

Качественное исследование однородной задачи. 
Теорема 5.7. Пусть ( ) ( )a t C L∈ , 0)( ≠ta , )(tb  ограничена и измерима 

и, кроме того, выполняется условие 

 ( )sup 1
( )t L

b t
a t∈

< . (5.19) 

Если ind ( )L a t= 0< , то однородная краевая задача R-линейного со-
пряжения 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0,t a t t b t t+ − − −ϕ = ϕ + ϕ ϕ ∞ =  (5.20) 

имеет только тривиальное решение в классе функций ( ), ( )z z+ −ϕ ϕ , пред-
ставимых интегралом типа Коши и имеющих квадратично суммируемые 
граничные значения ( 2( )L L±ϕ ∈ ).  

Предположим, что существует нетривиальное решение задачи в рас-
сматриваемом классе. Тогда краевое условие может быть переписано 
в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )t a t t t+ −ϕ = Θ ϕ , (5.21) 
где  

( ) ( )( ) 1
( ) ( )

b t tt
a t t

−

−
ϕ

Θ = +
ϕ

. 
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Задачу (5.21) можно интерпретировать как задачу Римана с коэффи-
циентом ( ) ( ).a t tΘ  Поскольку не было сделано никакого предположения 
относительно нулей функции ( )t−ϕ , то коэффициент задачи (5.21), во-
обще говоря, будет разрывным. Однако поскольку равенство ( ) 0t−ϕ =  
возможно только на множестве меры нуль, то функция ( ) ( )t L L∞Θ ∈ , 

причем ( ) 1
( )
t
t

−

−
ϕ

≡
ϕ

 на EL \ , где E  – некоторое множество меры нуль. От-

сюда следует, что значения функции ( ), \t t L EΘ ∈ , лежат внутри угла 
раствора меньше, чем π , и ind ( ) 0tΓ Θ = . Тогда утверждение теоремы вы-
текает из результатов И. Б. Симоненко [3].  

Краевая задача R-линейного сопряжения в параболическом случае. 
1. Рассмотрим сначала вспомогательную задачу 

 ( ) ( ) ( ) ( ),t G t t g t+ +ϕ = ϕ +  (5.22) 
коэффициент которой и свободный член удовлетворяют условию Гель-
дера, т. е. ( ), ( ) ( )G t g t H Lα∈ .  

Пусть сначала 0)( ≡tg  (однородная задача). Тогда, исключая с по-

мощью комплексного сопряжения функцию ( ),t+ϕ  мы придем к соотно-

шению 2( ) ( ) ( )t G t t+ +ϕ = ϕ . Отсюда вытекает необходимое условие суще-
ствования нетривиального решения однородной задачи (5.22): 1)( ≡tG . 
Будем далее предполагать, что данное условие выполнено. 

Аналогично для неоднородной задачи необходимое условие разре-
шимости имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) 0g t G t g t+ ≡ . (5.23) 
С помощью соотношения (5.23) краевое условие можно переписать 

в виде следующих двух краевых условий: 

 ( )2Re ( ) | ( ) |,
| ( ) |
g t t g t
g t

+⎡ ⎤
ϕ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (5.24) 

 2Im ( ) ( ) ( ) ( ),G t t ig t G t+⎡ ⎤ϕ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5.25) 

где правая часть вещественна в силу условия (5.23). 
Каждое из этих условий представляет собой краевое условие задачи 

Гильберта. Однако если )(tg  имеет нули, то коэффициент первой задачи 
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может быть разрывным, а если j ind ( )
jL G t=  есть нечетное число, то ко-

эффициент второй задачи – многозначная функция на jL . С другой сто-
роны, из (5.23) следует, что если ( ) 0g t ≠  на jL , то ind ( ) 2ind ( )

j jL LG t g t=  

является четным. Если же )(ind tG
jL  нечетен, то )(tg  обращается в нуль 

на jL . Таким образом, различными являются следующие два случая: 
1) )(tg  не имеет нулей на L , или, что эквивалентно, все j  четны; 
2) )(tg  имеет нули, или хотя бы одно j  нечетно. 
В первом случае каждая из задач может быть решена по обычной 

схеме исследования задачи Гильберта. 
Рассмотрим случай 2). Если область D+  односвязна, то, отображая 

ее конформно на единичный круг, получим из (5.24) или (5.25) задачу 
Гильберта для единичного круга. Отличие от стандартной ситуации здесь 
состоит только в том, что индекс задачи κ  будет нечетным числом. По-
сле сведения задачи Гильберта для единичного круга к эквивалентной 
неоднородной задаче Римана мы можем выписать условия разрешимости 
последней: 

 
1 ( ) 0, 1, ,| | 1

( )

lt g t dt l
X t

−

+
Γ

= = −∫ … . (5.26) 

Учитывая, что 
2 ( )( )

(φ)
t G tX t
−

+ =
Ω

, где )φ(Ω  – некоторая веществен-

но-значная функция, получим равенства: 
-1
2 ( )(φ) 0, 1, 2, , | 1

( )

l g tt dt l
G t

−

Γ

Ω = = | −∫ … . 

Преобразуя данные условия с помощью (5.23) и учитывая, что 
2 1m= − − , где 0>m  – целое число, получим 2 | | 1m = −  вещественных 

условий разрешимости: 
2

0

1(φ) | (φ) | cos φ φ 0,
2

g j d
π

⎛ ⎞Ω + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

 
2

0

1(φ) | (φ) | sin φ φ 0, 1, , .
2

g j d j m
π

⎛ ⎞Ω + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ …  (5.27) 
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Лемма 5.1. Пусть область +D  односвязна, 1|)(| ≡tG , ind ( )LG t=  и 
выполнено условие (5.23). 

Если 0≥ , то число линейно-независимых решений над полем ве-
щественных чисел 1,l = +  а число условий разрешимости равно 0p = . 

Если 0< , то 0, | | 1l p= = − . 
Лемма также справедлива для внешней задачи 

 ( ) ( ) ( ) ( )t G t t g t− −ϕ = ϕ + , (5.28) 
рассматриваемой в классе функций, ограниченных на бесконечности. 

В случае многосвязной области проводится дополнительное исследова-
ние, поэтому далее будем рассматривать только случай односвязной области. 

2. Рассмотрим задачу (5.11) для односвязной области в параболиче-
ском случае, т. е. при | ( ) | | ( ) | 0.a t b t≡ >  Взяв комплексное сопряжение 
в краевом условии, исключим )(t−ϕ  и )(t−ϕ , тем самым перепишем (5.11) 
в эквивалентной форме: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a t c tt t c t a t
b t b t

+ + ⎛ ⎞
ϕ = ϕ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (5.29) 

В этом краевом условии ( ) 1
( )

a t
b t

≡ , и, кроме того, выполнено необхо-

димое условие (5.23). Обозначая ( )ind ind ( ) ind ( )
( )L L L

a t a t b t
b t

λ = = + , при-

меним к (5.29) утверждение леммы. С другой стороны, если найти из (5.29) 
( )z+ϕ  и подставить в краевое условие (5.22), получим внешнюю задачу 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

a t t c tt t
b t b t

+
− − ϕ −

ϕ = − ϕ + . (5.30) 

Индекс этой задачи ( )ind ind ( ) ind ( )
( )L L L

a t a t b t
b t

μ = = −  имеет ту же 

четность, что и индекс λ  задачи (5.29). Заметим также, что задачи (5.29) 
и (5.30) могут быть переписаны в виде: 

 ( ) ( )2Im ( ) Im ( ) ,
( ) ( )

a t a tt c t
b t b t

+
⎡ ⎤ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ϕ =⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 (5.31) 

 ( ) ( ) ( )2Re ( )
( ) ( ) ( )

a t t c tt
b t a t b t

+
−⎡ ⎤ ϕ −

ϕ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (5.32) 
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Теорема 5.8. Пусть | ( ) | | ( ) | 0a t b t≡ > , ( ), ( ), ( ) ( )a t b t c t H Lα∈ ; 2λ + μ = , 
где ,λ μ  – индексы коэффициентов задач (5.29), (5.30), ind ( )La t= ; l  – чис-
ло линейно независимых решений однородной задачи (5.22), а p  – число 
условий разрешимости неоднородной задачи. 

Тогда картина разрешимости краевой задачи (5.22) в односвязной 
области определяется следующими соотношениями: 

1) если 0,0 <μ<λ , то 0, 2 | | 2l p= = − ; 
2) если 0,0 ≥μ<λ , то 1, | | 1l p= μ + = λ − ; 
3) если 0,0 ≥μ≥λ , то 2 2, 0l p= + = ; 
4) если 0,0 <μ≥λ , то разрешимость определяется из системы 1|| −μ  

с 1+λ  неизвестными, при этом: 
а) если 1≥ − , то 0=p , а l  может быть любым числом, удовлетво-

ряющим неравенству 2 2 1l+ ≤ ≤ λ + ; 
б) если 1< − , то p  и l  могут быть любыми числами, удовлетво-

ряющими неравенствам 10 +λ≤≤ l , 2 2 | | 1p− − ≤ ≤ μ − . 
◄ Обозначим числа решений и условий разрешимости задач (5.29), 

(5.30) через 1 1( , )l p , 2 2( , )l p  соответственно. Тогда тривиальному решению 
задачи (5.29) ( ) 0z+ϕ ≡  соответствуют некоторые решения неоднородной 
задачи (5.30) с ( ) 0z+ϕ ≡ . Кроме того, каждому нетривиальному решению 

( )z+ϕ  задачи (5.29) соответствует нетривиальное решение ( )z−ϕ  задачи 
(5.30), причем линейно независимым решениям +ϕ  соответствуют линейно 
независимые решения −ϕ . Для случаев 1), 2), 3) это сразу дает 1 2,l l l= +  

1 2p p p= + , откуда и следует утверждение теоремы в указанных случаях. 
В случае 4) общее решение задачи (5.29) имеет вид: 

1

0
1

l

k k
k

+

=

ϕ = ϕ + α ϕ∑ , 

где kα  – произвольные вещественные постоянные; kϕ  – линейнонезави-
симые решения однородной задачи, а 0ϕ  – частное решение неоднород-
ной. Подставив +ϕ  в (5.30), заметим, что, согласно лемме, для разреши-
мости последней должны выполняться 2p  – условий разрешимости. Это 
ведет к системе уравнений относительно постоянных kα : 

2
1

, 1, ,
l

k j k j
k

A f j p
=

α = =∑ … , 

где jkA  выражаются через ( ), ( )a t b t , а jf  – через ( ), ( ), ( ).a t b t c t  
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Если 1 2l p≥ , то неизвестных больше, чем уравнений, и система все-
гда разрешима. Ранг системы 2r p≤ , и, следовательно, 1 2 1l p l l− ≤ ≤ . 

Если 1 2l p< , то неизвестных меньше, чем уравнений. Неоднородная 
система, вообще говоря, несовместна, и однородная имеет только триви-
альное решение. Для совместности системы необходимо и достаточно, 
чтобы правая часть была ортогональной решениям транспонированной 
системы. Число решений последней 2p p r= − , где ранг 1, 0r r l≤ ≤ . Тогда 
однородная система будет иметь rl −1  нетривиальных решений. Учиты-
вая 1 21, | | 1l p= λ + = μ − , получаем утверждение теоремы в случае 4). ► 

 
5.4. Функция  Грина 

 
Пусть D  – односвязная область, ограниченная простой гладкой зам-

кнутой кривой .L  
Определение 5.3. Назовем функцию 

 1( , ) ln ( , )G z g z
z

ζ = + ζ
− ζ

 (5.33) 

функцией Грина оператора Лапласа для области ,D  если ( , )g z ζ – гар-
моническая функция по z в области D  для любого D∈ζ  и 0LG = , т. е. 

1ln lnLg r
r

= − =  (z, ζ  изменяются в области ,D  | |r z= − ζ ). 

В области D  функция ( , )G z ζ  имеет особенность 1ln
z − ζ

.  

С помощью функции Грина решение задачи Дирихле дается формулой: 

 
0

1 ( , )( , ) ( ) ,
2

l G zu x y u d
n

∂ τ
= σ σ

π ∂∫  (5.34) 

где )(στ=τ  – комплексная координата точек контура; n  – внутренняя 
нормаль. 

Пусть ),( ζzH  – гармоническая функция, сопряженная с ),( ζzG  по 
переменной z. Из условий Коши – Римана получим: 

 
0

( , ) ,
z

z

G GH z dx dy
y x

⎛ ⎞∂ ∂
ζ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  (5.35) 

где 0z  – фиксированная точка области ,D+  ,z x iy i= + ζ = ξ + η . Посколь-
ку область D  является односвязной, то функция ( , )H z ζ  – однозначная и 

0( , ) 0.H z ζ ≡  



 103

Определение 5.4. Функция ),(),(),( ζ+ζ=ζ ziHzGzM  называется ком-
плексной функцией Грина области D. 

Комплексная функция Грина аналитична по переменной z  всюду, за 
исключением z = ζ , где она имеет логарифмическую особенность. Тогда 
формула (как следует из (5.34), (5.35)) 

0

1 ( , )( , ) ( )
2

l H zv x y u d
n

∂ τ
= σ σ

π ∂∫  

определяет гармоническую функцию ),( yxv , сопряженную с ),( yxu . От-
сюда 

∫ σσ
∂

τ∂
π

=+=
l

du
n
zMyxivyxuzF

0

)(),(
2
1),(),()( . 

Это равенство задает аналитическую функцию, действительная часть 
которой на контуре равна )(σu  и удовлетворяет дополнительному усло-
вию 0( ) 0.v z =  

Тогда оператор Шварца имеет вид:  

0

1 ( , ) ( )
2

l M zSu u d
n

∂ τ
= σ σ

π ∂∫ , 

где ( , )M z
n

∂ τ
∂

 – ядро Шварца.  

Если не учитывать условие 0( ) 0v z = , то 0( )F z Su i= + β , где 0β  – 
произвольная константа и 0 0( )v zβ = . 

Рассмотрим связь комплексной функции Грина для односвязной об-
ласти с конформными отображениями. 

Пусть функция 1( , ) ( ) ( , )w F z z F z= ζ = − ζ ζ  конформно отображает об-
ласть D  в плоскости переменной z, ограниченную контуром L , на еди-
ничный круг в плоскости w  и переводит точку Dζ∈  в начало коорди-
нат. В силу взаимной однозначности никакая другая точка области не 
переходит в 0, поэтому 1( , ) 0F z ζ ≠ .  

Теорема 5.9. Функция ),(ln),(),(),( ζ−=ζ+ζ=ζ zFziHzGzM  есть 
комплексная функция Грина области D.  

◄Достаточно установить, что ),(lnRe),( ζ−=ζ zFzG  – это обычная 
функция Грина области .D  По построению: 

1
1( , ) Reln ( , ) ln ( , ) ln ln ( , )G z F z F z F z

z
ζ = − ζ = − ζ = − ζ

− ζ
. 
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Функция 1ln ( , )F z ζ  – гармоническая в области D  (как действитель-
ная часть однозначной аналитической функции 1ln F ), поэтому G  имеет 

единственную особенность 1ln
r

. Когда z обходит контур L , соответст-

вующая ей точка обходит единичную окружность. Поэтому на L  
( , ) 1F z ζ = , откуда 0LG = .► 
Замечание. Для многосвязной области такой простой связи функции 

Грина с конформными отображениями не существует. 
В случае, когда соответствующее конформное отображение задается 

явно, функцию Грина можно также построить в явном виде. Рассмотрим 
некоторые примеры. 

Пример 1. Решение задач Шварца и Дирихле для верхней полуплос-
кости. 

На контуре (действительной оси) направление нормали n  совпадает 

с направлением мнимой оси, причем , , , .i i iy iy
n n
∂ζ ∂ζ

= = − ζ = ξ + ζ = ξ −
∂ ∂

 

Следовательно, ядро Шварца имеет вид 

0 0

( , ) 1 1 1 1 2( , ) .
y y

M z iT z i
n z n z n z z z= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ξ ∂ζ ∂ζ
ξ = = ⋅ − ⋅ = + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ − ζ ∂ − ζ ∂ − ξ − ξ ξ −⎣ ⎦⎣ ⎦

Решение задачи Шварца в этом случае имеет вид:  

0 0
1 ( 2 ) 1 ( )( ) ( )

2
i uf z Su u d iv d iv
z i z

+∞ +∞

−∞ −∞

− ξ
= = ξ ξ + = ξ +

π ξ − π ξ −∫ ∫ , 

а решение задачи Дирихле: 

2 2
1( , ) ( )

( )
yu x y u d

x y

+∞

−∞

= ξ ξ
π ξ − +∫ . 

Пример 2. Решение задач Шварца и Дирихле для круга с центром 
в начале координат радиусом R.  

Функция, отображающая круг с центром в начале координат радиу-
сом R на единичный круг, переводящая точку ζ  в началo координат, 
имеет вид: 

2( , ) .zw F z R
z R

− ζ
= ζ =

ζ −
 

Тогда 
2( , ) ln ln( ) ln( ) ln .M z F z z R Rζ = − = − − ζ + ζ − −  
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Проведем вычисления в полярных координатах, так как направление 
нормали противоположно направлению радиус-вектора точек контура. 

2Re , , ,i i i
L

Re e R
n R R n

ϕ ϕ − ϕ∂ζ ∂ζ ζ ∂ζ
ζ = = − = − = − = − = − = ζζ

∂ ∂ ∂ ζ
. 

2
1 1( , ) .

( )L

zM R z zR RT z
R z R z z R zz R

∂ζ ∂ζ−∂ ζ ζ +∂ ∂ζ = − = + = − ⋅ − ⋅ = ⋅
∂ − ζ − ζ ζ ζ − ζ ζ −ζ −

 

Решение задачи Шварца:  
2

0
0

1( ) ( )
2

zf z u iv u d iv
z

π ζ +
= + = ϕ ϕ+

π ζ −∫ . 

Положив θ= irez  и выделив действительную часть, получим решение 
задачи Дирихле для круга в виде интеграла Пуассона:  

2 2 2

2 2
0

1( , ) ( ) .
2 2 cos( )

R ru r u d
R r Rr

π −
θ = ϕ ϕ

π + − ϕ− θ∫  

Замечание. Пусть D  – конечносвязная область, ограниченная жор-
дановыми кривыми. При однолистном отображении области D  посред-
ством функции * ( )z f z=  на некоторую другую область *,D  ограничен-
ную кривыми Жордана, функция Грина ( , )G z ζ  переходит в функцию 

( ) ( )1 * 1 *( , )G f z f− − ζ , которая, очевидно, будет функцией Грина для об-

ласти *D . Следовательно, зная функцию Грина для одной области, мож-
но получить посредством однолистных отображений функции Грина для 
других областей той же связности. 

 
5.5. Краевые  задачи 

для  композиционных  материалов 
 
Рассмотрим математическую модель теплопроводности композици-

онных материалов. Ограничимся случаем стационарной ситуации (уста-
новившегося теплового потока). Пусть R , 1, 2, 3M M =  – евклидово про-
странство переменной 1( , , )Mx x=x … . Пусть композиционный материал 
геометрически описывается областью RMD ⊆ , граница которой пред-
ставляет собой замкнутую кусочно-гладкую поверхность (кривую) Γ . 
Пусть DΩ⊂  – (многосвязная) область в D  (матрица), заполненная не-
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которым (проводящим) материалом, а , 1, , ,kD k N= …  – односвязные 
области (включения), заполненные другим материалом и дополняющие 

Ω  до всей области ,D  т. е. 
1 1

,
N N

k k
k k

D L D
= =

= Ω∪ ∪  где k kL D= ∂  – замкнутые 

кусочно-гладкие поверхности (кривые).  
В стационарном случае проводящие свойства композиционного ма-

териала описываются в терминах распределения температуры ( )T T= x  и 
теплового потока ( ).=q q x  С физической точки зрения температура из-
меряет энергию материальных частиц (молекул, электронов и т. п.) 
в единичном объеме материала, а тепловой поток характеризует скорость 
(в единицу времени) переноса тепла в единичном объеме. С математиче-
ской точки зрения )(xTT =  представляет собой скалярное поле, завися-
щее от пространственной переменной 1( , , )Mx x=x … , а ( )= =q q x   

1( ), , ( )Mq q= x x…  – векторное поле той же переменной. Соотношение, 
описывающее зависимость теплового потока от температуры, называется 
уравнением состояния. В линейном случае уравнение состояния прово-
дящего материала принимает форму закона Фурье: 
 ,T= −Λ∇q  (5.36) 

 

где T∇  – градиент температуры; ( )Λ = Λ x  – некоторый тензор (назы-
ваемый тензором проводимости материала). В случае композиционного 
материала соотношение (5.36) выполняется в каждой из компонент мате-
риала, и, следовательно, тензор )(xΛ=Λ  принимает различные значения 
для различных компонент. Соотношение (5.36) означает (локальную) 
пропорциональность теплового потока и градиента температуры. Когда 
Λ  зависит только от пространственной переменной 1( , , )Mx x=x … , со-
отношение (5.36) характеризует перенос тепла в смысле сплошной сре-
ды. В случае анизотропного материала тензор )(xΛ=Λ  локально харак-
теризуется симметричной положительно определенной матрицей: 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

λ λ λ⎛ ⎞
⎜ ⎟Λ = Λ = λ λ λ⎜ ⎟
⎜ ⎟λ λ λ⎝ ⎠

x x x
x x x x

x x x
. (5.37) 

 

Если ( , )TΛ = Λ x  зависит также от температуры, то композиционный 
материал представляет собой нелинейную проводящую среду и речь идет 
о нелинейной проводимости тепла. 

Для локально-изотропной среды ( )Λ = λ x I , где I  – единичный тен-
зор; )(xλ  – скалярная положительная функция. В этом случае )(xλ  на-
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зывается коэффициентом (локальной) проводимости (или просто прово-
димостью). Иногда для характеристики переноса тепла вводится величи-

на 1 1r −= λ =
λ

 (или 1R −= Λ , где 1−Λ  – обратная матрица для матрицы Λ ), 

называемая сопротивляемостью среды.  
Если в материале содержатся источники/стоки, плотность распреде-

ления которых равна )(xf , то тепловой поток )(xqq =  характеризуется 
уравнением 

 
1

( ) ( ), .
N

k
k

f D
=

∇ ⋅ = ∈Ωq x x x ∪  (5.38) 

Если источники и стоки отсутствуют, то соотношение (5.38) перехо-
дит в уравнение непрерывности (неразрывности) среды: 

 
1

( ) 0, .
N

k
k

D
=

∇ ⋅ = ∈Ωq x x ∪  (5.39) 

Подставляя (5.36) в (5.39), получаем, что температурное поле долж-
но удовлетворять следующему (эллиптическому) уравнению: 

 
1

( ( )) 0, .
N

k
k

T D
=

∇ ⋅ Λ∇ = ∈Ωx x ∪  (5.40) 

В случае, когда каждая из компонент материала является глобально 
изотропной, т. е. коэффициент проводимости )(xλ  постоянен в каждой 
из компонент, уравнение (5.40) представляет собой уравнение Лапласа: 

 2

1
( ) 0, .

N

k
k

T D
=

∇ = ∈Ωx x ∪  (5.41) 

Другими словами, температурное поле является гармоническим во 
всех компонентах композиционного материала (в матрице и каждом 
включении). Поле температур характеризуется не только его внутренним 
состоянием, но также и соотношениями (краевыми условиями) на грани-
це раздела сред.  

Рассмотрим типы краевых условий в случае двумерных композици-
онных материалов. Пусть двумерный композиционный материал геомет-
рически моделируется некоторой областью CD ⊆  на комплексной плос-
кости, а именно: матрица композиционного материала представляет собой 
многосвязную область D⊂Ω  с внешней границей Γ , а N  включений 

, 1, , ,kD k N= …  (заполненных другим материалом) располагается внут-
ри области Ω . Предположим для простоты, что граничные кривые Γ  и 
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k kL D= ∂ , 1, , ,k N= …  представляют собой простые кусочно-гладкие 
замкнутые кривые. Обозначим символом )(zΛ=Λ  тензор проводимости мат-
рицы (т. е. материала, заполняющего область Ω ), ( )k zΛ = Λ , 1, , ,k N= …  – 
тензоры проводимости включений. Граничные значения температуры на 
внешней граничной кривой Γ  будем обозначать ( ),T T t t= ∈Γ , а пре-
дельные значения (изнутри и извне) температуры на кривых kL  будем 
обозначать соответственно 

,
( ) lim ( )

k
k kz t z D

T t T z−

→ ∈
= , 

,
( ) lim ( )

z t z
T t T z+

→ ∈Ω
= . 

Если на внешней границе Γ  задано температурное поле )(tf , то со-
ответствующее краевое условие (условие изотермальной перегородки) 
 ( ) ( ),T t f t t= ∈Γ , (5.42) 
представляет собой краевое условие задачи Дирихле.  

Если внешняя граница Γ  является идеальным термоизолятором, то 
соответствующее краевое условие (условие адиабатической стенки) име-
ет вид краевого условия задачи Неймана 

 Γ∈=
∂
∂ ttT ,0)(

n
, (5.43) 

в котором дифференцирование проводится в направлении внешней нормали. 
Если внешняя граница пропускает некоторый тепловой поток, т. е. на 

границе Γ  задан нормальный поток g=⋅nq , то краевое условие (5.43) 
переходит в условие вида  
 ( ) ( ),T t g t tΛ∇ ⋅ = ∈Γn . (5.44) 

Если матрица композита заполнена изотропным материалом, то ус-
ловие (5.44) представляет собой неоднородное краевое условие Неймана 

 Γ∈=
∂
∂

λ ttgtT ),()(
n

. (5.45) 

Вместо материалов, удовлетворяющих закону Ньютона, можно рас-
сматривать другие типы материалов. В частности, условие (5.45) может 
переходить при этом в более сложное краевое условие вида 

 ( ) ( ) ( ),T t T t h t t∂
λ +γ = ∈Γ
∂n

, (5.46) 

которое представляет собой краевое условие третьего рода. 
Кроме краевых условий на внешней границе, температурное поле 

должно также удовлетворять некоторым условиям сопряжения на грани-



 109

це раздела матрица – включения. Для простоты сформулируем эти усло-
вия в случае, когда каждая из компонент композита заполнена изотроп-
ным материалом, т. е. коэффициенты проводимости , kλ λ  постоянны. 
Наиболее распространенным условием сопряжения является так назы-
ваемое условие идеального контакта: 

 ( ) ( ), ( ) ( ), , 1, , .k
k k k

TTT t T t t t t L k N
−+

+ − ∂∂
= λ = λ ∈ =

∂ ∂n n
…  (5.47) 

 

Это условие означает непрерывность температуры и непрерывность 
потока при переходе через каждую из кривых kL  в нормальном направ-
лении. 

Естественным является также условие, когда температура и/или по-
ток испытывают скачок при переходе через кривые kL : 

( ) ( ) ( ),k kT t T t g t+ −− =  

 ( ) ( ) ( ),k
k k

TT t t h t
−+ ∂∂

λ − λ =
∂ ∂n n

  , 1, , .kt L k N∈ = …  (5.48) 

Рассматриваются также композиты, для которых на всех кривых kL  
или хотя бы на части этих кривых выполняется условие неидеального 
контакта 

 ( ) ( ( ) ( )) 0, ( ) ( ).k
k k k

TT Tt T t T t t t
−+ +

+ − ∂∂ ∂
λ + γ − = λ = λ
∂ ∂ ∂n n n

 (5.49) 

Коэффициент 1
k
−γ  называется коэффициентом Капицы.  

Наконец, в случае, когда некоторое включение заполнено идеальным 
проводником ( kλ = ∞ ), естественным является сформулировать для со-
ответствующей кривой условие сопряжения в виде обобщенного условия 
Дирихле 
 ( ) ,k kT t c t L= ∈ , (5.50) 

 

где kc  – неопределенная положительная постоянная, которая находится в 
дальнейшем в ходе решения задачи. 

Таким образом, задача определения распределения температуры в 
композиционном материале даже в случае потенциальных полей пред-
ставляет собой смешанную краевую задачу для уравнения Лапласа. Тер-
мин смешанная краевая задача означает в данном случае, что краевые 
условия, вообще говоря, различны для различных компонентов линии 
раздела сред. 
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Представим уравнение состояния и краевые условия, описывающие 
теплопроводность композиционных материалов, в комплексной форме. 
Предположим сначала, что области kD  заполнены пористым материа-
лом. Тем самым неизвестную функцию )(zT  следует определить, исходя 
из краевых условий на границе многосвязной области. Пусть на границе 
выполняется одно из краевых условий (5.42), (5.45) или (5.46). Если тем-
пература )(zT  гармонична в многосвязной области Ω , то )(zT  может 
быть представлена в форме 

 
1

( ) Re[ ( ) ln( )]
N

k k
k

T z z A z z
=

= Φ + −∑ , (5.51) 

где )(zΦ  – однозначная аналитическая функция в многосвязной области 
Ω , kz  – некоторые фиксированные точки в областях kD , а вещественные 
постоянные kA  удовлетворяют соотношению 

1
0

N

k
k

A
=

=∑ . 

Подставляя значения )(zT  из (5.51) в соответствующее краевое ус-
ловие, приходим к краевой задаче для аналитической функции ( )zΦ .  

Предположим далее, что каждая из компонент композиционного ма-
териала заполнена изотропным материалом, т. е. коэффициенты прово-
димости , kλ λ , 1, , ,k N= …  постоянны. Пусть функция )(zT  гармонична 
в областях Ω , kD , 1, , ,k N= …  т. е. удовлетворяет в этих областях урав-
нению Лапласа (5.41). Обозначим через T  и kT  распределение темпера-
тур в областях Ω , kD , 1, , ,k N= …  соответственно. Предположим, что на 
каждой кривой kL  выполняется условие идеального контакта (5.47). 
Введем функции 

( ) ( ) ( ), ;z T z iV z zϕ = + ∈Ω  

 ( )( ) ( ) ( ) , , 1, , ,
2

k
k k k kz T z iV z z D k Nλ + λ

ϕ = + ∈ =
λ

…  (5.52) 

которые являются однозначными аналитическими в соответствующих об-
ластях, непрерывно дифференцируемыми вплоть до их границ. Известно, 
что функция )(zϕ  является, вообще говоря, многозначной аналитической 
функцией в многосвязной области Ω . Но в рассматриваемом случае 
функция )(zT  допускает однозначное гармоническое продолжение в од-
носвязную область .D  Следовательно, продолженная функция является 
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вещественной частью однозначной аналитической функции в .D  Функ-
ция )(zϕ  есть сужение этой аналитической функции на область Ω , т. е. 
является однозначной аналитической в Ω . Функции )(zϕ , ( )k zϕ  назы-
ваются комплексными потенциалами соответствующих областей. 

Представим условие идеального контакта (5.47) в комплексной фор-
ме. Заметим, что  

 1 2 2 1,n n n n
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂n s
, (5.53) 

где нормальный вектор n  отождествляется с комплексным числом 
1 2n i n= +n , а z x i y= + . Применяя второй оператор (5.53) к первому крае-

вому условию (5.47), получаем 

 2 1 2 1
k kT TT Tn n n n

x y x y

− −+ + ∂ ∂∂ ∂
− + = − +

∂ ∂ ∂ ∂
. (5.54) 

Второе краевое условие (5.47) преобразуется непосредственно: 

 1 2 1 2
k k

k k
T TT Tn n n n

x y x y

− −+ + ∂ ∂∂ ∂
λ + λ = λ + λ

∂ ∂ ∂ ∂
. (5.55) 

Введем вспомогательные комплексные потенциалы областей Ω , kD : 

( ) , ;T Vz i z
z x y

∂ϕ ∂ ∂
ψ = = − ∈Ω

∂ ∂ ∂
 

 ( ) , , 1, , .
2

k k k k
k k

T Vz i z D k N
z x y

⎛ ⎞∂ϕ λ + λ ∂ ∂
ψ = = − ∈ =⎜ ⎟∂ λ ∂ ∂⎝ ⎠

…  (5.56) 

Подставляя эти соотношения в (5.54), (5.55) и исключая ,+ψ  прихо-
дим к следующему краевому условию: 

 2( ) ( ) ( ),k k k kt t t t L+ − −ψ = ψ + ρ ψ ∈n , (5.57) 

где 1 2n i n= +n , а k
k

k

λ − λ
ρ =

λ + λ
 – так называемый контрастный параметр 

Бергмана. Интегрируя краевое условие (5.57) и принимая значение по-
стоянной интегрирования равным 0, приходим к краевому условию от-
носительно неизвестных функций )(zϕ , ( )k zϕ : 

 ( ) ( ) ( ),k k k kt t t t L+ − −ϕ = ϕ + ρ ϕ ∈ . (5.58) 
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Краевые задачи (5.57), (5.58) являются частными случаями краевой 
задачи R- линейного сопряжения (задачи Маркушевича).  

Если вместо одного из первых условий (5.47) рассматривается усло-
вие с ненулевым скачком 

( ) ( ) ( ),k kT t T t g t+ −− =  

то, обозначая через ( )kg z−  решение краевой задачи Шварца для соответ-
ствующей кривой 

Re ( ) ( )k kg t g t− = , 

введем новую неизвестную функцию ( ) ( ) Re ( )k k kT z T z g z− − −= +� . Тогда 
краевое условие задачи с ненулевым скачком сводится к условию непре-
рывной продолжимости новых функций. Последнее условие обеспечива-
ет, как и ранее, однозначность неизвестной гармонической функции 
в односвязной области .D  Вводя тогда комплексные потенциалы по 
формулам, аналогичным (5.52) (или (5.56)), приходим к (неоднородному) 
краевому условию задачи R- линейного сопряжения на соответствующей 
кривой kL : 

 ( ) ( ) ( ) ( ), .k k k k kt t t c t t L+ − −ϕ = ϕ + ρ ϕ + ∈   
Аналогичные рассуждения можно провести в случае, когда неодно-

родным заменяется второе условие из (5.47) (но уже для потенциалов ψ ). 
Несколько более сложным является преобразование к комплексной 

форме краевого условия неидеального контакта (5.49). Проделаем эти 
преобразования. Будем предполагать, как и ранее, что коэффициенты 
проводимости , kλ λ , 1, , ,k N= …  постоянны в соответствующих компо-
нентах композиционного материала. Предположим также для простоты, 
что все включения имеют форму круговых цилиндров: 

{ }C :| |k k k kD z z a r= = ∈ − <D . 

Введем вспомогательные комплексные потенциалы: 
( ) ( ) ( ), ;z T z iV z zγ = + ∈Ω  

 ( ) ( ) ( ), , 1, , .k k k kz T z iV z z k Nγ = + ∈ =D …  (5.59) 
Зафиксируем кривую kL , для которой проведем преобразование крае-

вого условия, и для краткости в дальнейшем будем опускать индекс k  у 
соответствующих функций. Перепишем тогда нормальные производные 
неизвестных функций в виде: 

 ( )1( ) ( ) Re ( ) ( ) , | |k k k
k

T t T t t a t t a r
r

±
± ± ′⎡ ⎤∂

= ⋅∇ = − γ − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
n

n
. (5.60) 
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Применяя условия Коши – Римана и используя представление про-
изводных по нормали и по касательной (5.53), имеем 

1 2 1 2
T T T V V Vn n n n

x y y x

± ± ± ± ± ±∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂n s
. 

Отсюда следует ( ) ( ), | |k k k
V Vt t t a r

+ −∂ ∂
λ = λ − =

∂ ∂s s
. Интегрируя дан-

ное соотношение вдоль соответствующей окружности, получаем 
 kkk rattVtV =−λ=λ −+ ||),()( . (5.61) 

Используя (5.59), (5.60), преобразуем первое из условий (5.49) к виду 

 ( )Re ( ) ( ) ( ) ( ) 0, | |k
k k k

k k
t t t a t t a r

r
+ − − ′⎧ ⎫λ

α −α + − α = − =⎨ ⎬γ⎩ ⎭
. (5.62) 

 

Используя (5.61), (5.62), приходим к следующей форме краевого ус-
ловия (5.49): 

( )( ) ( ) ( ) 2 Re ( ) ( ) 0,k k k kt t t t a t+ − − − ′⎧ ⎫
ϕ = ϕ −ρ ϕ + μ − ϕ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

 | |k kt a r− = , (5.63) 

где k
k

k

λ − λ
ρ =

λ + λ
; 1

2
k

k
k kr
+ ρ

μ =
γ

; 
2
k

k k
k

λ + λ
ϕ = α

λ
. Используя симметрию отно-

сительно окружности, окончательно получаем из (5.63) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k kt t t t a t+ − − − ′
ϕ = ϕ −ρ ϕ + μ − ϕ +  

( )
2

( ) 0,| | .
( )

k
k k k k

k

r t t a r
t a

− ′
+ μ ϕ = − =

−
 

Преобразуем к комплексной форме краевые условия на внешней гра-
нице области Ω . Рассмотрим простейшую из приведенных выше задач – 
задачу Дирихле (5.42). Построим сначала решение краевой задачи Швар-
ца для внешности области D : 

 { } .),()(Re 0 Γ∈= ttftf  (5.64) 
Тогда, вводя новую неизвестную функцию )(0 z−ϕ , аналитическую во 

внешности области ,D  перепишем краевое условие задачи Дирихле в сле-
дующей комплексной форме: 
 

0( ) ( ) ( ) ( ),t t t f t t+ − −ϕ = ϕ − ϕ + ∈Γ . 
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Аналогичным образом преобразуются другие краевые условия на 
внешней границе (при этом, например для краевого условия задачи Ней-
мана, используются потенциалы , kψ ψ ). 

 
5.6. Задача Дирихле для многосвязной области. 

Гармоническая мера 
 
Конформное отображение многосвязной области аналитическими 

функциями можно применить для решения задачи Дирихле в случае 
многосвязных областей.  

Пусть D  – )1( +N -связная область, ограниченная кусочно-гладкими 
кривыми 0 1, , , ,NL L L…  причем jcl(int ) cl(int ) Ø,kL L∩ =  , 1, , ,k j N= …   

;k j≠ 0cl(int ) int , 1, …, .kL L k N⊂ =  Рассмотрим задачу Дирихле для та-
кой области: пусть на граничных кривых области D  задана 1+N  функ-
ция 0 1, , , ,Nf f f…  ограниченная и непрерывная на 0 1, , , ,NL L L…  за исклю-
чением некоторого замкнутого счетного множества точек разрыва; требу-
ется найти функцию ( )u z , гармоническую и ограниченную в области ,D  
такую что 

lim ( ) ( )
k

kz L
u z f

→ζ∈
= ζ  

для любой точки непрерывности .kLζ∈  
Единственность решения задачи Дирихле устанавливается для лю-

бой регулярной области, доказательства же существования решений в слу-
чае односвязной и многосвязной областей различаются существенно. 

Обозначим для краткости через )(ζf  семейство заданных функций 
(т. е. ( )( )| k

k
ff L = ζζ ). Пусть далее }1|:|{: <→ω wwD  – функция (не обя-

зательно однозначная), осуществляющая конформное отображение об-
ласти D  на единичный круг, а )(wz  – обратная к ней функция. Обозна-
чим через 0G  фундаментальную область группы автоморфизмов ( , )D wγ  
области D . Проведем в области D  попарно непересекающиеся разрезы, 
соединяющие внешнюю компоненту границы 0L  с каждой из внутренних 
компонент. Обозначим через D′  односвязную область, получающуюся 
из D  после проведения разрезов (напомним, что D′  является образом 
области 0G  при отображении )(wz ). Группу ( , )D wγ  будем считать со-
стоящей из отображений 0 1 2id, , ,A A A= … , занумерованных в каком-
нибудь порядке. Обозначим через Gν  образ области 0G  при отображении 
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единичного круга 1|| <w  с помощью дробно-линейного отображения Aν . 
Пусть σν  – совокупность дуг окружности 1|| =w , отображаемых на гра-
ницу G∂ ν  области Gν .  

Теорема 5.10. Функция )(zu , решающая задачу Дирихле в области 
D  с граничной функцией )(ζf , может быть представлена в виде 
( ) ( ( ))u z v z= ω , где 

 
2

2
1 ( ( ))( ) ( 1)

2 1 2 cos( )

i
i f z e dv e

θ∞
ϕ

σ

− ρ θ
ρ = ρ <

π − ρ ϕ − θ + ρ∑ ∫
νν

. (5.65) 

Пусть D  – некоторая область на комплексной плоскости C , а E  – 
некоторое множество, расположенное на границе этой области. Обозна-
чим через ( , , )z E Dω  решение задачи Дирихле в области D  с граничны-
ми данными, равными единице на множестве E  и нулю на остальной 
части границы .D∂  Функция ( , , )z E Dω  называется гармонической мерой 
множества E  относительно области .D  

Известно, что решение указанной задачи Дирихле существует, если 
D  – односвязная (и даже конечно-связная, см. теорему 5.10), ограничен-
ная кусочно-гладкой кривой (кривыми), а E  – конечное или даже счет-
ное множество дуг этих кривых. 

Из определения решения задачи Дирихле следует, что гармониче-
ская мера является гармонической и ограниченной в области D  и непре-
рывной в каждой точке непрерывности граничных данных. Кроме того, 
в силу принципа максимума и минимума гармонической функции имеем 
 0 ( , , ) 1z E D≤ ω ≤ . (5.66) 

При этом, если для некоторого Dz∈  имеет место знак равенства 
в левой (правой) части (5.66), то ( , , ) 0z E Dω ≡  (соответственно 

( , , ) 1z E Dω ≡ ). 
Отметим некоторые свойства гармонической меры. 
Если множество E  состоит из не более чем счетного множества то-

чек, то ( , , ) 0z E Dω ≡ , а если ED \∂  не более чем счетно, то ( , , ) 1z E Dω ≡ . 
Если 1 2 1 2, ,E E D E E⊆ ∂ ∩ =∅ , то 

 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )z E E D z E D z E Dω ∪ = ω +ω . (5.67) 

Если функция )(zw  конформно отображает область D  на область 
,D′  а множество E  переходит при этом во множество ,E′  то 

( , , ) ( ( ), , )z E D w z E D′ ′ω = ω . 



 116

Гармоническая мера является решением задачи Дирихле при специ-
альных граничных данных. Однако сама гармоническая мера может быть 
использована для построения решения краевых задач при любых гранич-
ных данных. 

Ниже используем понятие гармонической меры при построении 
оператора Шварца для многосвязной круговой области. Пусть 

( , ) { :| | },k k k k ka r z z a r= = ∈ − <D D C  1, 2, ,k N= … , , .k j k j∩ = ≠D D ∅  

Рассмотрим бесконечную -N связную круговую область 
1

ext cl
N

k
k=

=D D∪ , 

ограниченную окружностями k k= ∂T D , 1, 2, , .k N= …  Для определенно-
сти выберем ориентацию на этих окружностях, оставляющую область D  
слева при обходе. Введем по формулам (4.27) отображения симметрии 

( )1 1 1 1

** *
( ) ( ) .

m m m
m

k k k k k k
z z

− −
=… …  

Лемма 5.2. Пусть exp( ), Rk k kiν = − μ μ ∈ , – заданные комплексные 
числа, Dcl∈w  – фиксированная точка из замыкания области .D  Тогда 
система функциональных уравнений 

* *
( ) ( )( ) ( ) ( ) ,k k n n n n n

n k
z z w

≠

⎡ ⎤γ = −ν ν γ − γ⎢ ⎥⎣ ⎦∑  

 | | ( 1, 2, , )k kz a r k N− ≤ = …  (5.68) 
имеет только тривиальное решение в классе функций, аналитических 
в объединении областей kD . 

◄Предположим противное. Пусть kγ  – нетривиальное решение си-
стемы (5.68). Тогда функция 

* *
( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

N

n n n n n
n

z z w
=

⎡ ⎤ψ = ν γ − γ⎢ ⎥⎣ ⎦∑  

аналитична в области cl .D  Функции ,kγ ψ  удовлетворяют краевому усло-
вию задачи R- линейного сопряжения (см. раздел 5.3): 

*
( )( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 2, , .k k k n k kt t t w t k Nν ψ = γ − γ + γ ∈ =T …  

Последние соотношения могут быть переписаны в виде 
 Re ( ) , , 1, 2, , ,k k kt c t k Nν ψ = ∈ =T …  (5.69) 

 2Im ( ) Im ( ) , , 1, 2, , ,k k kt t d t k Nγ = ψ + ∈ =T …  (5.70) 

где *
( )( )k k k kc id w+ = γ . Рассмотрим первую из этих задач (задачу Гиль-

берта с постоянными коэффициентами). Пусть ψ  – решение этой зада-
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чи. Тогда граница области )(Dψ  состоит из отрезков Re ,k kcν ζ =  
1, 2, , .k N= …  Но в этом случае точке )(Dψ∈∞=ζ  соответствует внут-

ренняя точка области .D  Это противоречит ограниченности функции ψ  
в Dcl . Следовательно, (5.69) имеет только постоянное решение 

( ) , Re ,k kz c c cψ ≡ ν =  в классе функций, аналитических в D  и непрерыв-
ных в cl .D  Тогда ( ) constk zγ = , а следовательно, в силу (5.68) 

( ) 0k zγ ≡ .► 
 

5.7. Метод  функциональных  уравнений 
 
В случае установившегося стационарного потока без источников и 

стоков свойства композиционных материалов могут быть сформулиро-
ваны в терминах потенциалов соответствующих полей (в частности, поля 
температур). Это означает, что функция )(zTT =  удовлетворяет уравне-
нию Лапласа в каждой части композита: 

 
1

( ) 0, ,
N

k
k

T z z D
=

Δ = ∈Ω∪  (5.71) 

где область Ω  соответствует матрице, а , 1, ,kD k N=  соответствуют 
включениям. 

Поведение поля температур вблизи границы области Ω  может быть 
описано краевыми условиями различных типов. Обозначим через Γ  
внешнюю границу композиционного материала, а через kL  – границу 
области .kD  Предположим, что эти кривые – кусочно-гладкие и не име-
ют общих точек. Метод функциональных уравнений применим в случае, 
когда все граничные кривые – окружности, т. е. в случае многосвязной 
круговой области Ω . Зафиксируем ориентацию граничных кривых. Бу-
дем считать кривую Γ  ориентированной против часовой стрелки, а все 
кривые kL  – по часовой стрелке. Предположим также, что на границе 
раздела матрицы и включений выполняется условие идеального контакта: 

 
1

( ) ( ), ( ) ( ),
N

k
k k kk

TTT t T t t t t L
n n

+
+

=

∂∂
= λ = λ ∈ ∪

∂ ∂
, (5.72) 

где 
n
∂
∂

 – производная по направлению вектора внешней нормали, 

( ) lim ( )
z t
z

T t T z+

→
∈Ω

= , ( ) lim ( )

k

k
z t
z D

T t T z
→
∈

= . 
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Продемонстрируем, как метод функциональных уравнений применя-
ется для решения смешанной краевой задачи (5.71) – (5.72), которая мо-
жет быть переформулирована как задача R- линейного сопряжения. 

Пусть { C : 1}z z= ∈ <U  – единичный круг на комплексной плоско-
сти C . Пусть )( U∂C  – банахово пространство функций, непрерывных на 
окружности { }C : 1z z∂ = ∈ =U , снабженное нормой max ( )f f z

∂
=

U
. 

Пусть C C+ ⊂  – подпространство функций, определенных на ,U∂  кото-
рые можно аналитически продолжить с ∂U  на U . Для функции +⊂Cf , 

: C,f ∂ →U  и ее аналитического продолжения : Cf →U , ,= ∪∂U U U  
будем использовать одно и то же обозначение. Тогда можно считать, что 

( )C C+ += U , max ( )C z
f f z+

∈
=

U
. 

Рассмотрим отображение замкнутого единичного круга в открытый 
круг U  UU →:f , где )(U+∈Cf . Имеет место следующая теорема: 

Теорема 5.11 (теорема Данжуа – Вулфа). Пусть ( )f C+∈ U  отобра-
жает замкнутый единичный круг U  в открытый единичный круг .U  То-
гда f  имеет единственную неподвижную точку 0z  в U  и 0( ) 1f z′ < . По-

следовательность приближений ( )nf z , определяемая формулами 0 ( )f z z= , 
1( ) ( )f z f z= , 2( ) ( ( ))f z f f z= , …, 1( ) ( ( ))n nf z f f z−=  сходится равно-

мерно в U  к точке 0z . 
Уравнение 

 ( ) ( ) [ ( )] ( )z G z f z g zϕ = ϕ + , (5.73) 

которое выполняется в окрестности точки 0z , называется локальным 
функциональным уравнением. Здесь )(zG , )(zg  – заданные функции, 

)(zϕ  – неизвестная функция. Все функции предполагаются аналитиче-
скими в окрестности 0.z  

Если для заданных функций ,g G C+∈  уравнение (5.73) выполняет-
ся в U , то его называют глобальным функциональным уравнением отно-
сительно +∈ϕ C  в единичном круге. 

Решение глобального функционального уравнения (5.73) в классе 
аналитических функций основано на методе последовательных при-
ближений, а именно: имеют место следующие утверждения (теоремы 
5.12, 5.13). 
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Теорема 5.12. Пусть функция ( ) ( )G z C+∈ U , а отображение :f →U U  
является отображением внутрь области. Если 0 0( )[ ( )] 1jG z f z′ ≠  для всех 

0, 1, ...j = , то однородное функциональное уравнение 

 )]([)()( zfzGz ϕ=ϕ , 1,z ≤  (5.74) 

имеет только тривиальное решение в классе функций ( )C+ U . Если при 
некотором j  выполняется равенство 0 0( )[ ( )] 1jG z f z′ = , то уравнение (5.74) 
будет иметь тривиальное решение тогда и только тогда, когда выполня-
ются условия разрешимости (эти условия могут быть выписаны в тер-
минах коэффициентов Тейлора функций Gf ,  в точке 0z ). 

Теорема 5.13. Пусть ( )g C+∈ U , а отображение UU →:f  является 
отображением внутрь области, 0( ) 0g z = , где 0z  – неподвижная точка 
отображения .f  Тогда уравнение 

 ( ) [ ( )] ( )z f z g zϕ = ϕ + , 1,z ≤  (5.75) 

имеет решение с точностью до произвольной постоянной, представляе-
мое в форме равномерно сходящегося функционального ряда: 

 ( ) [ ( )] .jz g f z cϕ = +∑  (5.76) 

Рассмотрим метод функциональных уравнений на примере решения 
задачи R- линейного сопряжения, которая является важной задачей для 
механики композиционных материалов. Необходимо найти функции 

)(zψ , ( )k zψ , аналитические в Ω , kD  соответственно (
1

C \
N

k
k

D
=

Ω = ∪ , 

{ C : }k k kD z z a r= ∈ − < , Nk ,1= ), непрерывные в замыкании этих облас-
тей, удовлетворяющие условию R- линейного сопряжения: 

 
2 _______

( ) ( ) ( ) 1k
k k

k

rt t t
t a

⎛ ⎞
ψ = ψ + ρ ψ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

, kk rat =− , 1, ,k N=  (5.77) 

где ρ  – заданная константа. Предположим, что 1<ρ  (этот случай явля-
ется наиболее интересным с точки зрения механики). 

Сведем уравнение (5.77) к системе функциональных уравнений. 
1+N  неизвестная функция )(zψ , 1( ), , ( )Nz zψ ψ…  удовлетворяет N  

краевым условиям R- линейного сопряжения (5.7.7). Таким образом, не-
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обходимо найти еще одно уравнение, чтобы замкнуть систему. Построим 
на основе функций )(zψ , 1( ), , ( )Nz zψ ψ…  новую функцию Φ , аналити-

ческую в Ω  и на 
1

,
N

k
k

D
=
∪  имеющую нулевой скачок вдоль каждого конту-

ра kL  и ограниченную в C . Применяя теорему Лиувилля получим, что 
cz =Φ )( , где c  – константа (причем 0=c ). Функция Φ  имеет следую-

щий вид: 

1 2
1 2

1 2
1 2

*
, ,

1 ,

, ,
1 ,

( ) ( )( ) 1, , 1, ,

Ф( ) :
( ) ( )( ), ,

N

m m m k k m m
k m m

N

m m k k
k m m

z W z z a r m N

z
z W z z

=

=

⎧
ψ −ρ ψ − − ≤ =⎪
⎪= ⎨
⎪ψ −ρ ψ ∈Ω⎪
⎩

∑ ∑

∑ ∑
 

где  

( )1 2

2 2

, ,
1 2 1 2

( ) k k
m m k k k k

k k

r rW z a
z a m im t a m im

⎛ ⎞⎛ ⎞
ψ = ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.78) 

и 

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

*
, , , , , ,

1 , , ,
: '

N

m m k m m k m m k
k m m k m m m m m

W W W
= ≠

= +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

1 2,
'

m m
∑  означает суммирование по всем 21, mm , кроме )0,0(),( 21 =mm . Пре-

образование 
2

1 2
( ) k

k
k

rz a
t a m im

α = +
− − −

 является преобразованием Ме-

биуса по z  для фиксированного .k  Если 1 2 0m im+ = , то ( )zα  – это ин-
версия относительно окружности .kL  ( ) 0zα ≠  есть композиция инверсии 
относительно окружности 1 2kL m im+ +  и переноса на вектор 1 2m im− − , 
т. е. отображение ( )zα  переводит замкнутый круг k kz a r− ≤  в другой 
круг, лежащий внутри открытого круга .k kz a r− <  

Рассмотрим банахово пространство kC  непрерывных на kL  функций 
с нормой max ( ) , 1, ,

k
k kL

t k Nψ = ψ =  и замкнутое подпространство 

k kC C+ ⊂  функций kψ , допускающих аналитическое продолжение на .kD  
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Рассмотрим также банахово пространство ,C+  состоящее из функций 
: k kC+Ψ = ψ ∈  для всех Nk ,1=  с нормой : max kk

Ψ = ψ . 

Оператор 
1 2, ,m m kW , определяемый формулой (5.78), является ком-

пактным в kC+  при фиксированных 1 2, Zm m ∈ . 
Так как 0)( =Φ z , получаем систему линейных функциональных 

уравнений: 

 
1 2

1 2

*
, ,

1 ,
( ) ( )( ) 1, , 1, ,

N

m m m k k m m
k m m

z W z z a r m N
=

ψ = ρ ψ + − ≤ =∑ ∑  (5.79) 

относительно m mC+ψ ∈ . Эта система может быть рассмотрена как уравне-
ние в пространстве +C  с неизвестной функцией )(zΨ : 

 
1 2

1 2

*
, ,

1 , 1
( ) ( )( ) 1, ( )

NN

m m k k k
k m m k

z W z z D T
= =

Ψ = ρ Ψ + ∈ ∪∑ ∑ ∪ , (5.80) 

где ( ) ( ), , 1, .m m mz z z a r m NΨ =ψ − ≤ =  Заметим, что система уравнений 
(5.79) и уравнение (5.80) могут быть сведены к системе функциональных 
уравнений вида (5.73) на каждом из кругов kD . Зафиксируем 0m m=  и 
рассмотрим все соотношения в (5.79) при 0m m≠ . В каждом из них сде-
лаем замену переменной ( )Z z= α . Тогда, находя в этих соотношениях 

( )m zψ α  и подставляя их в соотношение с номером 0m , получим функ-
циональное уравнение относительно 

0
( )m zψ  на круге 

0
.mD  Проведем эту 

операцию с каждым из фиксированных значений индекса. Непосредст-
венно вычисляется, что условие 0 0( )[ ( )] 1jG z f z′ ≠ , приведенное в теоре-
ме 5.72, в данном случае выполняется для любого .j  Имеет место сле-
дующий результат. 

Теорема 5.14. Функциональное уравнение (5.80) имеет единственное 
решение в классе функций ,C+  которое может быть найдено методом 
последовательных приближений в виде следующего ряда: 

1 1
1 1

*
,

1
( ) 1 ( )

N

m j k
k j

z W z
=

ψ = + ρ Ψ +∑∑  

 
1 1 2 2

1 2 1 2

2 * *
, ,

1 1
( ) , , 1, .

N N

j k j k m m
k k j j

W W z z a r m N
= =

+ρ Ψ + − ≤ =∑∑∑ ∑ …  (5.81) 
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Функция )(zψ  имеет вид 

 ( ),
1

( ) ( ), .
N

j k k
k j

z W z z
=

ψ = ρ ψ ∈Ω∪∂Ω∑ ∑  (5.82) 

Сходимость в C+  равномерная, поэтому суммы рядов (5.81) и (5.82) 
являются аналитическими функциями в kD  и Ω  соответственно. 
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Г л а в а 6 

ГОМОГЕНИЗАЦИЯ  И  ТЕНЗОР  ЭФФЕКТИВНОЙ 
ПРОВОДИМОСТИ 

 
6.1. Принцип  гомогенизации  для  композитов 

с  богатой  микроструктурой 
 
Следующие общие замечания о применении метода гомогенизации 

при исследовании композиционных материалов приводятся в основном 
в соответствии с монографией А. В. Черкаева [5]. Под композиционным 
материалом (композитом) понимают структуру, собранную из большого 
числа компонентов (фрагментов) данных материалов, перемешанных оп-
ределенным способом. Такую ситуацию можно, например, смоделиро-
вать, если считать, что сам композит неограничен. Предполагается, что 
каждая компонента по размеру гораздо меньше, чем материал в целом, 
однако больше, чем входящие в нее молекулы. Обычно полагают, что 
способ перемешивания является в некотором смысле регулярным. В ча-
стности, метод гомогенизации хорошо работает в случае периодических, 
квазипериодических или статистически однородных материалов. 

Поскольку не всегда возможно получить полную информацию о ло-
кальных значениях параметров неоднородного материала, к тому же не 
все эти значения являются важными, то модель композиционного мате-
риала упрощается с помощью использования метода усреднения. Такая 
процедура называется гомогенизацией (более подробное описание при-
менения метода гомогенизации при исследовании дифференциальных 
уравнений можно найти, например, в монографии В. В. Жикова, С. М. Коз-
лова, О. А. Олейник [8]). Применяя гомогенизацию в случае композици-
онных материалов, мы заменяем исходный материал с быстро меняю-
щимся свойством ( )σ x  (например, с проводимостью )(xλ ) на однород-
ный материал с усредненным свойством eσ  (например, с усредненной про-
водимостью eλ ). Эти усредненные параметры образуют тензор эффек-
тивного свойства (например, тензор эффективной проводимости). В от-
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личие от быстро осциллирующего исходного параметра ( )σ x , тензор 
эффективного свойства является либо постоянным, либо (в частности, 
в квазипериодическом случае) достаточно гладко меняющейся тензорной 
функцией от .x  

Для того чтобы пояснить данное определение в случае небольших 
периодических элементов, используем итерационную процедуру. Пусть 
композиционный материал имеет периодическую двухфазовую структу-
ру. Предположим, что соответствующая область Ω  состоит из кубов iΩ  

и тензор проводимости каждого куба линейного размера 1
2m  один и тот 

же. Будем считать также, что каждый куб такого размера mΩ  разделен на 
две части – 1

mΩ  и 2
mΩ , содержащие материалы с постоянными тензорами 

проводимости 1λ  и 2λ  соответственно. Тогда тензор проводимости )(xλ  
в каждой точке x  куба mΩ  равен 

1 2( ) ( ) (1 ( )) ,m mλ = χ λ + − χ λx x x  

где mχ  – периодическое продолжение характеристической функции мно-
жества 1

mΩ . 
Рассмотрим последовательность таких процедур, а именно, будем 

считать, что каждый репрезентативный куб mΩ  разделен на 8 кубов 
1m+Ω , линейные размеры которых в два раза меньше линейных размеров 

mΩ . Остановим процесс деления кубов на части на некотором уровне, 
зафиксировав «характеристический» размер 1

2mε =  периодической ячей-

ки m
εΩ = Ω , и предположим, что такие ячейки полностью заполняют об-

ласть Ω . Рассмотрим уравнение проводимости в области Ω . Его реше-
ние может быть представлено в виде 

 0( ) ( ) , ( ),T T T oε
⎛ ⎞= + ε + ε⎜ ⎟ε⎝ ⎠

xx x x  (6.1) 

где 0( )T x  – гладкая составляющая решения, не зависящая от ε , а 

,Tε
⎛ ⎞ε ⎜ ⎟ε⎝ ⎠

xx  – почти периодическая осциллирующая компонента, такая что 

, 0,T d
ε

ε
Ω

⎛ ⎞ =⎜ ⎟ε⎝ ⎠∫
xx x  

причем Tε  является однородной порядка 1. 
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Описанный выше процесс усреднения может быть осуществлен с по-
мощью оператора усреднения 

( )

1( ) ( ) ,
| |

z z d
ε

ε Ω

=
Ω ∫

x

x x x  

где ( )ε εΩ = Ω x  – характеристический куб линейного размера ε  с цен-
тром в точке .x  С помощью такого подхода можно, например, дать опре-
деление тензора эффективной проводимости (см. подpаздел 6.2). 

 
6.2. Тензор  эффективной  проводимости 

 
Понятие тензора эффективной проводимости является интуитивно 

ясным для физиков и инженеров. Несмотря на это, строгое математиче-
ское определение тензора эффективной проводимости нуждается в неко-
тором теоретическом обосновании. Можно выделить три варианта такого 
обоснования: наивное описание; определение, основанное на использо-
вании теории гомогенизации; вариационное определение тензора эффек-
тивной проводимости. 

Наивное описание. Для того чтобы описать определение такого ти-
па, рассмотрим стационарный тепловой поток в двумерном неоднород-
ном композиционном материале с конечным числом компонентов, кото-
рые заполнены макроскопически однородными материалами. Другими 
словами, матрица (геометрически описываемая конечносвязной обла-
стью Ω ), а также каждое из включений (описываемых односвязными, 
взаимно не пересекающимися областями , 1, ,kD k N= … ) имеют посто-
янные коэффициенты проводимости , , 1, , ,k k Nλ λ = …  вообще говоря, 
различные для разных частей композита. 

Предположим для простоты, что распределение температуры T  
в каждой из компонент материала является гармонической функцией 
(или, что то же самое, – T  удовлетворяет уравнению Лапласа, или что 
тепловой поток q  имеет потенциал в каждом компоненте). Пусть также 
на внешней границе ( )cl kL D D= ∂ = ∂ Ω∪  функция T  принимает задан-
ные значения (т. е. удовлетворяет условию Дирихле), а на границе разде-
ла матрица – включения удовлетворяет условию идеального контакта. 

Говорят, что неоднородный композиционный материал имеет эф-
фективные свойства в направлении оси ,Ox  если существует постоянная 

x
eλ , такая что выполнено следующее соотношение: 

 
1

,
k

n
x
e k

k D

T TF dxdy dxdy
x x=Ω

∂ ∂
λ = λ + λ

∂ ∂∑∫∫ ∫∫  (6.2) 
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где функция F  в левой части равенства представляет собой общий поток 
в направлении рассматриваемой оси: 

 Re ( ) ,
D

F f z dxdy′= ∫∫  (6.3) 

а )(zf  – комплексный потенциал, соответствующий решению задачи 
Дирихле в области .D  Аналогичное определение может быть введено 
для любого другого направления, а также в случае одномерного или трех-
мерного композита. Константы, соответствующие различным направлениям, 
вообще говоря, различны. В случае трехмерного композита существует 
шесть, а в случае двумерного – три независимые постоянные, опреде-
ляющие эффективные свойства данного композита. Они образуют так 
называемый тензор эффективной проводимости, имеющий, например 
в случае 2 -D композитов, следующий вид: 

 
x xy
e e

e xy y
e e

⎛ ⎞λ λ
Λ = ⎜ ⎟⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠

. (6.4) 

Приведенное выше определение имеет следующий смысл: неодно-
родный композиционный материал обладает эффективными проводящи-
ми свойствами, если существует однородный материал, проводящие 
свойства которого в соответствующих направлениях описываются тен-
зором eΛ , т. е. однородный материал, эквивалентный данному неодно-
родному по проводящим свойствам. 

На практике определение компонент тензора эффективной проводи-
мости является достаточно сложной задачей. Например, если в случае 
2 -D композита область Ω  представляет собой многосвязную круговую 
область, то компонента x

eλ  может быть вычислена по формуле 

 2

1
2 ( ),

n
x
e k k k

kD

TTdy r a
x=∂

∂
λ = λ + πλ ρ

∂∑∫  (6.5) 

где { }C :| | , k
k k k k

k
D z z a r λ − λ

= ∈ − < ρ =
λ + λ

. Приводя краевое условие зада-

чи Дирихле к комплексной форме, можно получить в этом случае фор-
мулу для двух компонент тензора эффективной проводимости: 

 2

1
Re ( ) 2 ( ),

n
x xy
e e k k k

kD

i z dy r a
=∂

λ − λ = λ ψ + πλ ρ ψ∑∫  (6.6) 

где ψ  – решение соответствующей краевой задачи для внутренних об-
ластей .kD  Эти формулы могут быть нормализованы, если положить, что 
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среднее по всей области D  от вещественной части решения ψ  совпадает 
с площадью этой области D , т. е. 

∫∫ =ψ
D

Ddxdyz ||)(Re . 

Тогда формулы (6.5), (6.6) принимают соответственно вид: 

 
1

1 2 ( ),
x n
e

k k k
k

T a
x=

λ ∂
= + ν ρ

λ ∂∑  (6.5') 

 
1

1 2 ( ),
x xy n
e e

k k k
k

i a
=

λ − λ
= + ν ρ ψ

λ ∑  (6.6') 

где отношение 
2

| |
k

k
r
D
π

ν =  есть так называемая концентрация k-го включе-

ния kD  в области .D  
Гомогенизация и определение эффективной проводимости. Рас-

смотрим так называемые периодические композиты, т. е. такие материа-
лы, термальные свойства которых периодически повторяются в одном, 
двух или трех направлениях. Для определенности рассмотрим ситуацию 
трехмерного композиционного материала, периодического относительно 
трех взаимно ортогональных направлений. Предположим, что линейные 
размеры периода (периодов) имеют размеры L<<ε , где L  – линейные 
размеры экзаменационной выборки (области 3RG ⊂  в пространстве, ог-
раниченной простой замкнутой поверхностью Γ ). Рассмотрим задачу Ди-
рихле в пространстве 1

0( )H G : 

 ( ( ) ( )) 0, ,T Gε ε∇ ⋅ Λ ⋅∇ ⋅ = ∈x x x  (6.7) 

 ( ) ( ), .T t f t tε = ∈Γ  (6.8) 

Пусть ( )Tε εΛ ∇ x  слабо сходится в пространстве квадратично сумми-
руемых функций, т. е. 

 0 2
ˆ( ) в ( ),w

eT T L Gε εΛ ∇ ⎯⎯→Λ ∇x  (6.9) 

где ˆ
eΛ  – некоторый постоянный тензор; 0T  – решение задачи Дирихле: 

 0 0
ˆ( ( )) 0, ; ( ) ( ), .e T G T t f t t∇ ⋅ Λ ⋅∇ ⋅ = ∈ = ∈Γx x  (6.10) 

Тогда тензор ˆ
eΛ  называется тензором эффективной проводимости. 

С помощью теории гомогенизации можно обосновать существование сла-
бого предела в (6.9) и независимость этого предела от вида поверхности 
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Γ  и от краевых условий. При этом вместо условия Дирихле (6.8) может 
быть рассмотрено другое краевое условие, например условие Неймана. 

Из теории гомогенизации следует также, что тензор eΛ̂  может быть 
вычислен согласно формуле 

 ˆ ( ) ( ) ,e TΛ = Λ ∇x xq  (6.11) 

где )(xF  означает усреднение величины )(xF  относительно репрезен-
тативной ячейки Q , т. е. 

 1( ) ( ) ,
| | Q

F F d
Q

= ∫x x x  (6.12) 

где )(xT  – решение следующей квазипериодической задачи: 

( )( ) ( ) 0, ,T Q∇ Λ ∇ = ∈x x x  

1 2 3 1 2 3 1( , , ) ( , , ) ,T x x x T x x x q+ α − =  

1 2 3 1 2 3 2( , , ) ( , , ) ,T x x x T x x x q+β − =  

 1 2 3 1 2 3 3( , , ) ( , , ) ,T x x x T x x x q+ γ − =  (6.13) 

а 1 2 3( , , )q q q=q  – вектор внешнего потока. Таким образом, тензор эффек-
тивной проводимости Λ̂  полностью определяется с помощью решений 
трех краевых задач типа (6.13), соответствующих «единичным» потокам 

)0,0,1(=q , )0,1,0(=q , )1,0,0(=q . 
В общем случае тензор эффективной проводимости ˆ

eΛ  является сим-
метричным положительно определенным тензором. Он может быть при-
веден к диагональной форме: 

 
1

2

3

ˆ 0 0
ˆˆ 0 0 .

ˆ0 0
e

⎛ ⎞λ
⎜ ⎟

Λ = λ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟λ⎝ ⎠

 (6.14) 

Точнее говоря, существует линейное преобразование пространства 
к такой системе координат, в которой тензор ˆ

eΛ  принимает форму (6.14). 
Оси координат ( 1, 2, 3)jx j′ =  этой новой системы называются главными 

осями для данного композита, а компонента ˆ ( 1, 2, 3)j jλ =  – проводимо-
стью композита в направлении оси .jx′  
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Тензор ˆ
eΛ  макроскопически изотропного композиционного материа-

ла имеет вид: 
 ˆˆ ,eΛ = λI  (6.15) 

где I  – единичный тензор, а 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ:λ = λ = λ = λ . Скалярная величина λ̂  на-

зывается коэффициентом эффективной проводимости (или просто эф-
фективной проводимостью).  

Пусть ( )λ x  – некоторая скалярная функция. Тогда в случае макро-
скопически изотропного материала формула (6.11) дает 
 ˆ ( ) ( ) ,e TΛ = λ ∇x xq  (6.16) 

где )(xT  – решение квазипериодической задачи (6.13), соответствующее 
произвольному единичному вектору .q  Для определенности можно счи-
тать, что )0,0,1(=q . 

Вариационное определение. Если заданный тензор проводимости 
)(xΛ  является симметричным (что на самом деле не всегда выполняет-

ся), то удобно использовать другое определение тензора эффективной 
проводимости. Рассмотрим следующую квадратичную форму ˆ

eΛ ξ ⋅ξ , где 
ˆ

eΛ  – гомогенизированная проводимость, определенная выше. Тогда эта 
форма может быть переписана в виде 

 ˆ ( )( ( )) ( ( )) ,e w w d
ε

ε ε
Ω

Λ ξ ⋅ξ ≡ Λ ξ +∇ ⋅ ξ + ∇∫ y y y y  (6.17) 

где wε  – периодическое относительно εΩ  решение (или εΩ -периоди-
ческое решение) следующей задачи: 
 div ( )( ( ) 0 ( ).w вε ε− Λ ξ +∇ = Ωy y x  (6.18) 

Можно заметить, что соотношение (6.2.17) представляет собой урав-
нение Эйлера – Лагранжа для следующего вариационного принципа: найти 
элемент ( ),w y  минимизирующий функционал энергий  

( )( ( )) ( ( ))w w d
εΩ

Λ ξ +∇ ⋅ ξ +∇∫ y y y y  

на множестве всех εΩ -периодических функций. 
Таким образом, тензор эффективной проводимости ˆ

eΛ  может быть 
определен как тензор, доставляющий минимальное значение следующе-
му функционалу: 

 
1
# ( )

ˆ ( )( ( )) ( ( )) ,mine
w H

w w d
ε

ε
∈ Ω Ω

Λ ξ ⋅ξ = Λ ξ +∇ ⋅ ξ +∇∫ y y y y  (6.19) 
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где 1
#( )H εΩ  – пространство εΩ -периодических функций ,w  обладающих 

конечной энергией 

( )2 2| | .w w d
εΩ

+ ∇ < +∞∫ y  

 
6.3. Репрезентативная  ячейка 

 
Одно из наиболее важных понятий в теории композиционных мате-

риалов – это понятие репрезентативного объемного элемента (репре-
зентативной ячейки). Можно дать следующее нечеткое физическое оп-
ределение этого термина. Репрезентативный объемный элемент – это 
часть материала, которая достаточно мала с макроскопической точки 
зрения, поэтому может восприниматься как типичная часть гетерогенной 
среды. С другой стороны, эта часть достаточно велика с точки зрения 
микроскопической шкалы для того, чтобы представлять типичные харак-
теристики микроструктуры рассматриваемого композиционного мате-
риала. Рассмотрим двумерную двухкомпонентную периодическую ком-
позиционную среду, состоящую из коллекции неперекрывающихся, оди-
наковых по размеру круговых включений, имеющих постоянную одина-
ковую проводимость λ , вложенных в матрицу постоянной проводимости 

1mλ = . Пусть )1/()1( +λ−λ=ρ  – контрастный параметр Бергмана. Было 
установлено, что тензор эффективной проводимости eΛ  такого материа-
ла имеет вид двойных рядов, зависящих от концентрации включений и 
от «базовых элементов», определяемых исключительно положением 
включений. Эти базовые элементы могут быть записаны в терминах ря-
дов Эйзенштейна, причем коэффициенты этих двойных рядов зависят от 
ρ . Будем говорить, что два композиционных материала эквивалентны, 
если разложения их тензоров эффективной проводимости eΛ  имеют 
одинаковые базовые элементы.  

Таким образом, все множество композиционных материалов с оди-
наковыми круговыми включениями разбивается на классы эквивалент-
ности, определяемые только лишь структурой композитов. В частности, 
композиты с одинаковым расположением включений, но с различными 
значениями ρ  будут принадлежать одному и тому же классу эквивалент-
ности. Заметим, что композиты, принадлежащие одному классу эквива-
лентности, могут иметь различные значения тензора eΛ , а композиты из 
различных классов могут иметь одинаковые значения тензора эффектив-
ной проводимости eΛ . Каждый композиционный материал может быть 
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представлен периодической ячейкой, а в качестве представителя класса 
эквивалентности выберем такой композит, который имеет ячейку мини-
мального размера. Такая ячейка называется репрезентативной ячейкой 
рассматриваемого класса эквивалентности. 

Ниже будет предложен конструктивный алгоритм определения ре-
презентативной ячейки в случае произвольного распределения включе-
ний с использованием только геометрических параметров композицион-
ного материала. 

Рассмотрим ячейку (0,0)Q , так называемую нулевую, содержащую N  
неперекрывающихся, одинаковых по размеру круговых включений kD  
радиусом r  с центрами (0,0) ( 1, 2, , )ka Q k N∈ = … . Обозначим через 0D  
дополнение до области (0,0)Q  замыкания всех ячеек .kD  Исследуем про-
водимость двоякопериодического композиционного материала в случае, 
когда проводимости материалов, заполняющих области perD =  

1 2

0 (0,0) 1 1 2 2
( , )

( )
m m

D Q m m= ∂ + ω + ω∪∪  и 1 1 2 2kD m m+ ω + ω , равны соответст-

венно 0λ  и λ . Здесь 1ω  и 2ω  – пара неколлинеарных векторов на плос-
кости. При этом, не ограничивая общности, можно считать, что 0 1.λ =   

Потенциал (теплового) поля ( )u z , (0,0)z Q∈ , предположим удовле-
творяющим условиям идеального контакта на границе включений: 

 ( ) ( ), ( ) ( )u uu t u t t t
n n

+ −
+ − ∂ ∂

= = λ
∂ ∂

 (6.20) 

на { :| | },k kD t t a r∂ = − =  1, 2, , ,k N= …  а также условиям квазипериодично-
сти: 
 1 1 2 2( ) ( ) , ( ) ( ) .u z u z u z u z+ ω = +Ω +ω = +Ω  (6.21) 

Последние условия означают, что внешнее поле имеет градиент, 
равный ( )21,ΩΩ  в системе координат, порожденной векторами 1ω  и 2ω . 
Для определения тензора эффективной проводимости eΛ  достаточно ре-
шить задачу (6.20), (6.21) в классе функций, гармонических всюду в (0,0)Q , 
кроме объединения границ включений kD∂ , хотя бы для одной пары ли-
нейно независимых векторов 1Ω  и 2.Ω    

Тензор эффективной проводимости eΛ  рассматриваемого компози-
ционного материала имеет следующую структуру: 

 
1

(1 2 ) 2 ,e k k
k

∞

=
Λ = + ρν + ρν ν∑I P  (6.22) 
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где 
2

(0,0)| |
N r
Q
π

ν =  – концентрация включений в ячейке (0,0)Q ; kν  – концен-

трация k -го включения; I  – тождественный тензор, а тензор kP  опреде-
ляется равенствами 

Re Im
Im

k k
k

k k

A A
A C

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P , 

 
11

1

( )
(0,0) 1 2| | ( , ).

pp
p

k k
k n nn n

n n
A Q B e= ω ω∑ ……

…
 (6.23) 

Здесь постоянные коэффициенты 
1

( )
p

k
n nB …  зависят только от ,k ρ  и 

1, , pn n…  ( 2, 3, ; 1, 2,jn k= =… …). Значения величин kC  имеют форму, 
аналогичную (6.23). В представлении эффективной проводимости (6.22) 
только величины 

1 1 1 2( , )
p pn n n ne e= ω ω… …  зависят от расположения центров 

включений ka . В свою очередь, величины kA  представляются через 
1 pn ne … . 

Для ряда начальных значений индекса k  эти представления выписаны 
в явной форме: 

2
2 3

1 2 2 22 3 33 2222 3
1, , 2! ,A e A e A e eρ ρ ⎡ ⎤= = = − ρ + ρ⎣ ⎦π π π

 

2 3 4
4 44 332 233 22224

1 3! 2! ( ) ,A e e e e⎡ ⎤= ρ − ρ + + ρ⎣ ⎦π
 

2 3
5 55 442 343 2445

1 [ 4! 3! ( )A e e e e= − ρ + ρ + + −
π

 

4 5
3322 2332 2233 222222! ( ) ],e e e e− ρ + + + ρ  

2 3
6 66 255 354 453 5526

1 [5! 4! ( )A e e e e e= ρ − ρ + + + +
π

 

4 4
2244 2343 2442 3432 4422 33333! ( ) 4e e e e e e+ ρ + + + + + ρ −  

 5 6
22233 22332 23322 33222 2222222! ( ) ],e e e e e− ρ + + + + ρ  (6.24) 

где индексы связаны между собой соотношениями 

1 2 ; ( 1, 2, , ); 2 ( 1, 2, , ).p j jn n k n k p j p n j p+ + = ≤ − = ≥ =… … …  
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Таким образом, для того чтобы вычислить eΛ  с точностью до 

( )1LO +ν , необходимо определить значения kA  для всех 1, 2, , 1k L= −… , 

или соответствующее конечное число сумм Эйзенштейна – Релея 
1 pn ne … . 

Рассмотрим теперь достаточно большую фундаментальную об-
ласть (0,0)Q′ , порожденную фундаментальными векторами 1′ω  и 2 ,′ω  
содержащую N ′  неперекрывающихся, одинаковых по размеру круго-
вых включений kD′  радиусом r  с центрами (0,0) ( 1, 2, , ).ka Q k N′ ′ ′∈ = …  

Пусть e′Λ  – эффективная проводимость композиционного материала, 
имеющего в качестве геометрического представления область (0,0)Q′  

с включениями .kD′  Рассмотрим следующую задачу: можно ли заме-
нить (0,0)Q′  на некоторую другую малую ячейку (0,0) ,Q  содержащую 

круговые включения { }C : , 1, 2, , ,k kD z z a r k N= ∈ − < = …  так что ее 

тензор эффективной проводимости eΛ  близок к тензору .e′Λ  При этом 
будет предполагаться, что концентрация включений ν  в обеих ячейках 
одинакова. Порядок близости будем оценивать соотношением 

1( )L
e e e O +′ΔΛ = Λ −Λ = ν  с некоторым предписанным значением .L  Ес-

ли такая близость достигнута, то будем говорить, что (0,0)Q  является 

репрезентативной ячейкой для (0,0)Q′  с точностью приближения 1( )LO +ν . 

Репрезентативная ячейка (0,0)Q  будет называться минимальной для 

(0,0) ,Q′  если она имеет минимально возможную площадь (0,0)| | .Q  Посколь-
ку в дальнейшем речь пойдет только о минимальных репрезентатив-
ных ячейках, то слово «минимальная» будет опускаться. Опишем спо-
соб построения репрезентативных ячеек. 

Рассмотрим формулы для вычисления ,e′Λ  соответствующие фор-
мулам (6.22), (6.23): 

 
1

(1 2 ) 2e k k
k

∞

=

′ ′Λ = + ρν + ρν ν∑I P , (6.25) 

 
11

1

( )
(0,0) 1 2| | ( , ).

pp
p

k k
k n nn n

n n
A Q B e′ ′ ′ ′= ω ω∑ ……

…
 (6.26) 
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Заметим, что коэффициенты 
1

( )
p

k
n nB … имеют одну и ту же форму как 

в (6.23), так и в (6.26). Следовательно, eΔΛ  будет иметь порядок ( )1 ,LO +ν  

если k kA A′=  для всех 1, 2, , 1k L= −… , т. е. тогда и только тогда, когда  

 
1 1(0,0) 1 2 (0,0) 1 2| | ( , ) | | ( , )

p p

k k
n n n nQ e Q e′ ′ ′ω ω = ω ω… …  (6.27) 

 

для всех 1, 2, , 1k L= −…  и соответствующих наборов индексов 1, , pn n… . 
Система (6.27) может рассматриваться как система уравнений отно-

сительно неизвестных векторов 1 2,ω ω , неизвестных центров включений 
1 2, , , Na a a… , неизвестного количества включений N  при дополнитель-
ных ограничениях | | 2 ( )j ma a r j m− ≥ ≠ . Поскольку геометрия любой ячей-
ки определяется с точностью до параллельного переноса, то можно счи-
тать, что центр одной из ячеек лежит в начале координат, например 

0Na = . Фундаментальная область (0,0)Q  и фундаментальные векторы 

1 2,ω ω  могут быть выбраны бесконечным числом способов. Для любой 
двоякопериодической структуры всегда возможно построить такую пару 

векторов 1 2,ω ω , что 1 0ω >  и 2

1
Im Im 0ω

= τ >
ω

. Площадь ячейки (0,0)Q  вы-

числяется по формуле 

 2
(0,0) 1| | ImQ = ω τ . (6.28) 

С другой стороны, 
2

(0,0)| | N rQ π
=

ν
, 

следовательно, 

 
2

1 Im
N rπ

ω =
ν τ

. (6.29) 

Для того чтобы построить (минимальную) репрезентативную ячейку 
(0,0) ,Q  для которой eΔΛ  имеет порядок 1( )LO +ν , можно, например, ре-

шать систему уравнений (6.3.8) при фиксированном ,L  увеличивая коли-
чество включений N  от 1 до .N ′  При этом можно считать, что число N  
фиксировано на каждом шаге исследования системы (6.27). 

Применяя свойство сумм Эйзенштейна  

1 1

2
1 2 1 1( , ) (1, ), 2 ,

p p

k
n n n n pe e k n n−ω ω = ω τ = + +… … "  



 135

 

а также формулу (6.28), мы можем переписать (6.27) в виде 

 ( )
1 1(0,0) 1 2Im (1, ) | | ( , ), 1, 2, , 1.

p p

k
n n n ne Q e k L′ ′ ′τ τ = ω ω = −… … …  (6.30) 

 

Система уравнений (6.30) является системой относительно N  неиз-
вестных 1 2 1, , , , Na a a −τ …  при дополнительных ограничениях | |j ma a− ≥  

2 ( ).r j m≥ ≠  Зная ее решение, мы можем вычислить неизвестный фунда-
ментальный вектор 1ω  по формуле (6.29). 

Можно также рассматривать задачу об отыскании репрезентативной 
ячейки предписанной формы. Например, в случае прямоугольной репре-
зентативной ячейки (0,0)Q  имеем , 0,iτ = α α >  и, следовательно, (6.29) 
имеет вид 

 
2

1
N rπ

ω =
αν

, (6.29') 

а система уравнений (6.30): 

 ( )
1 1(0,0) 1 2Im (1, ) | | ( , ), 1, 2, , 1.

p p

k
n n n ne Q e k L′ ′ ′τ τ = ω ω = −… … …  (6.30') 

Аналитическое исследование систем (6.30) (или (6.30')) в общем слу-
чае представляет собой достаточно сложную задачу. Подобное исследо-
вание в простых частных случаях проведено В. В. Митюшевым [6]. 
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Г л а в а 7 

КОМПОЗИЦИОННЫЕ  МАТЕРИАЛЫ  
С  ПЕРИОДИЧЕСКОЙ  СТРУКТУРОЙ 

 
7.1. Периодические структуры 

 
Решетчатые структуры широко распространены в современной ин-

женерии. Они состоят из системы связанных между собой волокон 
(в двумерном случае – слоев). Значительная часть таких композицион-
ных материалов имеет периодическую структуру или близкую к ней. Пе-
риодическими являются каркасные структуры (формы мостов, каркасы 
зданий, опоры линии электропередач и др.). Модель сплошной среды 
с периодически расположенными полостями описывает такие пористые 
среды, как порошки, пенопласты, древесина, почва, материалы с систе-
мой трещин, перфорированные пластины и др. 

Под периодической структурой будем понимать среду, составлен-
ную из периодически повторяющихся элементов (ячеек). Например, во-
локнистый композит с однонаправленной системой армирования состоит 
из однонаправленных волокон одного вещества и матрицы из другого 
вещества, заполняющего расстояния между волокнами. Сечение такого 
материала схематически представлено на рис. 7.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.1. Сечение композиционного материала 
с периодической структурой 
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Поля и процессы в периодических системах описываются уравне-
ниями или системами уравнений с частными производными с периоди-
ческими коэффициентами. Например, если температура волокнистого 
композита постоянна в направлении ориентации волокон, то двумерное 
стационарное тепловое поле в композите описывается уравнением Пуас-
сона в каждой ячейке периодичности Bε , имеющей размер ε : 

 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

( ( , ) ) ( ( , ) ) ( , )u uK x x K x x f x x
x x x xε ε
∂ ∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 (7.1) 

всюду вне линий контакта волокон и матрицы. Здесь 1 2( , )K x xε  – коэф-
фициент теплопроводности в точке 1 2( , ).x x  Если точка попадает на во-
локно, то Kε  принимает значение коэффициента теплопроводности во-
локна ,BK  в противном случае Kε  равно коэффициенту теплопроводности 
матрицы .MK  Функция 1 2( , )f x x  – плотность тепловых источников в ком-
позите (эта функция предполагается гладкой). 

На линиях контакта волокон и матрицы выполняется условие идеально-
го контакта, состоящее из условия непрерывности температуры 1 2( , )T x x  – 
скачок [ ].  температуры при переходе через линию раздела равен нулю: 
 [ ] 0,T =  (7.2) 
и условия непрерывности потока тепла 

 [ ] 0.TK
nε

∂
=

∂
 (7.3) 

Коэффициент теплопроводности 1 2( , )K x xε  изменяется на величину 
B MK K−  при изменении на величину порядка 1ε << . Таким образом, 

функция 1 2( , )K x xε  быстро осциллирует (рис. 7.2). 
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Для исследования таких задач сложно применять численные методы, 
поскольку приходится брать слишком мелкую сетку, чтобы по крайней 
мере несколько узлов разностной схемы попало на каждое волокно. 

Однако имеется возможность асимптотического исследования зада-
чи (7.1) – (7.3) при 0→ε . Уравнения в частных производных, которые 
описывают состояние физических полей в такого рода структуре, гомо-
генизируются (осредняются). Коэффициенты в этих уравнениях назы-
вают эффективными коэффициентами композиционного материала. 
Иногда при осреднении получаются уравнения совсем другого типа, чем 
исходные. Типичный в этом случае результат представлен в следующей 
теореме. 

Теорема 7.1. Пусть G  – ограниченная область в 2R  с достаточно 
гладкой границей. Пусть 1( )f C G∈ . Рассмотрим задачу 

( ), ; 0, ;TT f G B G B
n
ε

ε ε ε
∂

Δ = ∈ ∩ = ∈ ∩
∂

x x x  

 0, .T G Bε ε= ∈ ∩∂x  (7.4) 
Пусть B  – расширенная решетчатая структура для Bε : 

2
1 2R : ({| | / 2} {| | / 2}

k
B k t k t

∞

=−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ∈ ξ − < ∪ ξ − <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
ξ ξ ∪ . 

Пусть U  – решение так называемой задачи для ячеек: 

 0, ; 0,UU B B
n

∂
Δ = ∈ = ∈∂

∂
ξ ξ , (7.5) 

где функция является периодической по обеим переменным 1 2,ξ ξ , и 
пусть K̂  – эффективная проводимость: 

 1 2
1 1

ˆ
Q

UK U d d∂ ∂
= = ξ ξ

∂ξ ∂ξ∫ , (7.6) 

где 
( )21/ 2, 1/ 2Q B= ∩ − . 

Пусть 0T  – решение гомогенизированной задачи: 

 0 0
ˆ mes( ) ( ), ; 0, .K T B Q f G T GΔ = ∩ ∈ = ∈∂x x x  (7.7) 

Тогда имеет место следующая оценка: 

2 ,0 ( )|| || ,L G BT T C
ε δε ∩− ≤ ε  

где постоянная C  не зависит от малого параметра. 
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Рассматриваются также модели композиционных материалов, опи-
сываемые двумя малыми параметрами. Обычно такие структуры моде-
лируются периодическими конструкциями с ячейками, описываемыми 
двумя (или более) малыми параметрами: ε  (отношением периода к ха-
рактерному размеру задачи) и δ  (отношением диаметра волокна к пе-
риоду структуры). Простейшая решетчатая структура в этом случае – это 
так называемая двумерная прямоугольная решетчатая структура 

, 1 2({| | / 2} {| | / 2}
k

B x k x k
∞

ε δ
=−∞

= − ε < εδ ∪ − ε < εδ∪ , 

которая состоит из двух периодических систем узких полосок, ориенти-
рованных в направлении координатных осей. В качестве малых пара-
метров выбирается постоянный шаг ε  (т. е. расстояние между осью и 
ближайшей полоской) и отношение δ  ширины полоски к шагу перио-
дичности .ε  

Принцип расщепления гомогенизированного оператора дает возмож-
ность получить явные формулы для асимптотических компонент первого 
порядка. Типичным результатом асимптотического анализа на решетча-
тых структурах является следующая теорема. 

Теорема 7.2. Пусть G  – ограниченная область в 2R  с достаточно 
гладкой границей, а 1( )f C G∈ . Рассмотрим задачу 

, ,( ), ;T f G Bε δ ε δΔ = ∈ ∩x x  

,
,0, ;

T
G B

n
ε δ

ε δ
∂

= ∈ ∩
∂

x  

 , ,0, .T G Bε δ ε δ= ∈ ∩∂x  (7.8) 

Пусть 0T  – решение так называемой гомогенизированной задачи: 

 0 02 ( ), ; 0, .T f G T GΔ = ∈ = ∈∂x x x  (7.9) 

Тогда имеет место следующая оценка: 

 
( )

( )2 ,, 0 ( )

,

|| ||
,

mes 

L G BT T
C

G B
ε δε δ ∩

ε δ

−
≤ δ + ε

∩
 (7.10) 

где постоянная C  не зависит от малых параметров. 
Этот тип сходимости решения ,Tε δ  исходной задачи к решению 0T  

гомогенизированной задачи называется -L сходимостью. 
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В различных композиционных материалах в силу особенностей из-
готовления и дефектов периодичность нарушается. В этих случаях при-
бегают к осреднению свойств композитов. Существует также понятие 
почти периодической структуры, т. е. структуры, допускающей случай-
ные сдвиги включений внутри ячейки вблизи центра. В этом случае 
предполагается, что концентрация включений относительно высока и со-
ответственно движение включений ограничено. В случае малой концен-
трации включений могут образовываться структуры, сильно отличаю-
щиеся от почти периодических. 

 
7.2. Двоякопериодические  функции 

 
В данном разделе изложены основные аспекты теории эллиптиче-

ских функций. Эллиптическими функциями называются двоякопериоди-
ческие мероморфные функции с периодами 1 22 , 2ω ω , отношение кото-
рых 2 1/ω ω  не является вещественным. Из теоремы Лиувилля следует, 
что не существует целых эллиптических функций, отличных от постоян-
ных, т. е. функций, не имеющих изолированных особых точек в конеч-
ной части плоскости. В дальнейшем для краткости будем употреблять 
термин однозначные (или регулярные) аналитические функции (в C ), по-
нимая под этим функции, аналитические во всей комплексной плоско-
сти, за исключением не более чем конечного числа изолированных осо-
бых точек (регулярного характера). Заметим также, что, в соответствии 
с теоремой Якоби, не существует однозначных аналитических функций, 
имеющих более двух линейно независимых периодов.  

Будем говорить, что однозначная аналитическая функция )(zf  явля-
ется двоякопериодической с периодами 1 22 , 2ω ω , 2 1Im / 0ω ω > , если  

1 1 2 2 1 2( ) ( ), 2 2 , , Zf z w f z w m m m m+ = ∀ = ω + ω ∈ . 
 

Любой параллелограмм с вершинами в точках 0 0 1, 2 ,z z + ω  
0 1 2 0 22 2 , 2z z+ ω + ω + ω  называется параллелограммом периодов (а при 
0 0z =  – фундаментальной ячейкой) эллиптической функции. Для опре-

деленности можно считать, что нижняя и левая стороны параллелограм-
ма периодов ему принадлежат, а верхняя и правая – нет. Число полюсов 
с учетом их кратности, лежащих в фундаментальной ячейке, называется 
порядком эллиптической функции. Сумма вычетов эллиптической функ-
ции относительно всех ее полюсов, лежащих в параллелограмме перио-
дов, равна нулю. Производная эллиптической функции также является 
эллиптической функцией. Наконец, число нулей с учетом их кратности 
(так же, как и число a -точек), лежащих в фундаментальной ячейке, рав-
но порядку эллиптической функции. 
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Приведем свойства одной из базовых эллиптических функций 
-℘ функции Вейерштрасса 

 
1 2

2 2 2
, 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1( ) ,
( 2 2 ) (2 2 )m m

z
z z m m m m

⎡ ⎤
℘ = + −⎢ ⎥

− ω − ω ω + ω⎣ ⎦
∑ ¢  (7.11) 

 
 

где символ 
1 2,m m
∑ ¢  означает, что суммирование производится по всем це-

лым 1 2,m m ∈Z  за исключением 1 2 0m m= = . Следующие свойства выте-
кают непосредственно из определения (7.11): 

а) )(z℘  – двоякопериодическая функция с полюсами 1 1 2 22 2m mω + ω ; 
б) )(z℘  – четная эллиптическая функция порядка 2; 
в) производная ( )z′℘  является нечетной функцией порядка 3; 
г) в окрестности начала координат главная часть разложения )(z℘  

в ряд Лорана равна 2
1
z

; 

д) разность 2
1( )z
z

℘ −  стремится к нулю при 0→z ; 

е) функция )(z℘  является обратной функцией для эллиптического 
интеграла: 

 
3

2 3

(т. е. ( )),
4

dxz z
x g x g

ζ

∞

= ζ =℘
− −

∫  (7.12) 

 

где  

 
1 2

2 4
, 1 1 2 2

160 ,
(2 2 )m m

g
m m

=
ω + ω∑ ¢   

 
1 2

2 6
, 1 1 2 2

1140
(2 2 )m m

g
m m

=
ω + ω∑ ¢ ; (7.13) 

 
 

ж) функции ( )z′℘  и )(z℘  связаны между собой алгебраическим со-
отношением 

 2 3
2 3( ) 4 ( ) ( )z z g z g′℘ = ℘ − ℘ − . (7.14) 

 
 

С помощью ℘-функции Вейерштрасса определяется так называемая 
-ζ функция Вейерштрасса (не следует смешивать ее с известной -ζ функ-
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цией Римана, играющей важную роль в теории чисел). -ζ функция Вей-
ерштрасса определяется посредством интегрирования ℘-функции Вей-
ерштрасса: 

 2
0

1 1( ) ( ) .
z

z d
z

⎧ ⎫
ζ = − ℘ ξ − ξ⎨ ⎬

ξ⎩ ⎭
∫  (7.15) 

 
 

Из определения (7.15) и формулы (7.11) непосредственно вытекает 
следующее представление -ζ функции Вейерштрасса в виде ряда: 

1 2

2
1 1 2 2 1 1 2 2, 1 1 2 2

1 1 1( )
2 2 2 2 (2 2 )m m

zz
z z m m m m m m

⎡ ⎤
ζ = + + +⎢ ⎥− ω − ω ω + ω ω + ω⎣ ⎦

∑ ¢ . 

 

Дифференцируя (7.15), имеем 

( ) ( )z z′ζ = −℘ . 
 

Таким образом, -ζ функция Вейерштрасса является нечетной функ-
цией )()( zz ζ−=−ζ , имеющей единственный простой полюс в параллело-
грамме периодов (℘-функции Вейерштрасса), причем вычет в этом по-
люсе равен 1. Отсюда следует, что -ζ функция Вейерштрасса не может 
быть эллиптической. Иногда ее называют квазипериодической, посколь-
ку она удовлетворяет следующим соотношениям: 
 

 1 1 2 2( 2 ) ( ) 2 , ( 2 ) ( ) 2z z z zζ + ω = ζ + η ζ + ω = ζ + η , (7.16) 

где постоянные 1 2,η η  равны соответственно 
 1 1 2 2( ), ( )η = ζ ω η = ζ ω . (7.17) 

Вычисляя криволинейный интеграл вдоль границы фундаментальной 
ячейки можно получить соотношение, связывающее значения этих по-
стоянных и периоды ℘-функции Вейерштрасса: 
 

 1 2 2 1 2
iπ

η ω − η ω = . (7.18) 

-σ функция Вейерштрасса определяется через -ζ функцию Вейершт-

расса, а именно с помощью интегрирования функции 
z

z 1)( −ζ  вдоль 

произвольной кривой, начинающейся в начале координат и не проходя-
щей через полюсы подынтегральной функции. Для того чтобы избежать 
многозначности, -σ функция Вейерштрасса задается равенством 

 
0

( ) 1log ( )
zz d

z
⎧ ⎫σ

= ζ ξ − ξ⎨ ⎬ξ⎩ ⎭
∫ . (7.19) 
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Непосредственные вычисления, использующие представлении -ζ функ-
ции Вейерштрасса в виде ряда, приводят к следующему представлению 

-σ функции Вейерштрасса в виде бесконечного произведения: 

1 2

2

2
1 1 2 2 1 1 2 2, 1 1 2 2

( ) 1 exp .
2 2 2 2 (2 2 )m m

z z zz z
m m m m m m

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
σ = − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω + ω ω + ω ω + ω⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∏ ¢  

Здесь символ 
1 2,m m
∏ ¢  означает то же, что и ранее. Формула дифференци-

рования имеет в этом случае вид: 

 ( ) ( )
( )

z z
z
′σ

= ζ
σ

. (7.20) 

-σ функция Вейерштрасса является нечетной функцией, не имеющей 
особенностей в конечной части плоскости, нули которой расположены 
в точках 1 1 2 22 2z m m= ω + ω . Следовательно, она также не является эллип-
тической функцией. Для нее выполняются следующие соотношения: 

1 1 2 22 ( ) 2 ( )
1 2( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )z zz e z z e zη +ω η +ωσ + ω = − σ σ + ω = − σ  

с теми же постоянными 1 2,η η , что и в (7.16). 
На практике достаточно часто полагают, что один из периодов эл-

липтической функции является вещественным. Переход к такому случаю 
может быть реализован с помощью следующей замены переменных: 

2

1 1
,

2
zv ω

= τ =
ω ω

. 

В этих переменных эллиптическая функция имеет периоды 1 и τ , а 
предположение независимости периодов сохраняется и имеет вид 

0Im >τ . Относительно переменных v  и τ  так называемая -θ функция 
определяется в виде ряда 

 

21
(2 1)2( ) ( 1) ,

n
n n vi

n
v i q e

⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟ − π⎝ ⎠

=−∞
θ = −∑  (7.21) 

где .iq eπ τ=  -θ функция связана с -σ функцией Вейерштрасса следующим 
соотношением: 

 

2

121

1

2( ) .
(0) 2

z
zz e

π
ω ⎛ ⎞ω

σ = θ⎜ ⎟′θ ω⎝ ⎠
 (7.22) 
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Следовательно, -θ функция также не имеет полюсов в конечной час-
ти плоскости (а значит, тоже не является эллиптической функцией). Из 
определения -θ функции вытекает, что 

 21( 1) ( ), ( ) ( ).viv v v e v
q

− πθ + = −θ θ + τ = − θ  (7.23) 

Нулями -θ функции являются точки 1 2 .v m m= + τ  
При исследовании композиционных материалов оказалось важным 

использовать эллиптические функции в форме так называемых рядов Эй-
зенштейна, введенных Эйзенштейном в 1847 г. Классические решетча-
тые суммы (или суммы Эйзенштейна) были использованы еще лордом 
Релеем для вычисления тензора эффективной проводимости для случая 
репрезентативной ячейки, содержащей одно включение. 

Рассмотрим решетку Ξ , определяемую двумя фундаментальными 
векторами (или комплексными числами в C ) 1 2,ω ω . При этом предпола-

гается, как обычно, 2

1
Im Im 0ω

τ = >
ω

. Введем так называемую нулевую 

ячейку (0,0) 1 1 2 2{ : 1/ 2 1/ 2, 1, 2}jQ z t t t j= = ω + ω − < < = . Будем говорить, 
что решетка Ξ  состоит из ячеек 

1 2( , ) 1 1 2 2 (0,0){ C : }m mQ z z m m Q= ∈ − ω − ω ∈ , 
где параметры 1 2,m m  пробегают все множество целых чисел. Суммиро-
вание в смысле Эйзенштейна определяется соотношением 

 
2 1

1 2 2 1,
lim lim

m N m M

N Mm m m N m M

= =

→∞ →∞=− =−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ . (7.24) 

Используя такой метод суммирования, введем следующие условно 
сходящиеся ряды (суммы Эйзенштейна – Релея): 

 
1 2

2
2 1 2 1 1 2 2

,
( , ) ( )

m m
S m m −ω ω = ω + ω∑ ¢ , (7.25) 

где суммирование производится по всем целым 1 2, Zm m ∈  за исключе-
нием 1 2 0m m= = . Непосредственно устанавливается, что 

 1
2 1 2

1

2( , )
2

S ω⎛ ⎞ω ω = ζ⎜ ⎟ω ⎝ ⎠
, (7.26) 

где )(zζ  – -ζ функция Вейерштрасса. Известно также следующее пред-
ставление для сумм 2 1 2( , )S ω ω : 

 
2 2

2 1 2 2
1 1

1( , ) 8 , exp( )
3 1

m

m
m

mhS h i
h

∞

=

⎛ ⎞π
ω ω = − = π τ⎜ ⎟ω −⎝ ⎠

∑ . (7.27) 



 145

℘-функция Вейерштрасса может быть представлена в окрестности 
начала координат следующим рядом Лорана: 

 2 2
22

2

1( ) : (2 1) .n
n

n
z n S z

z

∞
−

=

℘ = + −∑  (7.28) 

 

Семейство эллиптических функций Эйзенштейна mE  также вводится 
с помощью рядов 

 
1 2

1 2
,

( ) : ( ) .m
m

m m
E z z m im −= − −∑  (7.29) 

Функции mE  связаны с ℘-функцией Вейерштрасса соотношением: 

2( ) ( )mE z z S=℘ + . 
Кроме того, эти функции удовлетворяют дифференциально-ре-

куррентному соотношению 1( ) ( )l lE z lE z−′ = − . 
Семейство модифицированных функций Эйзенштейна вводится по 

формулам: 

 ( ) ( ) l
l lz E z z−σ = − , 1, 2, ...l = . (7.30) 

Эти функции аналитичны в единичной ячейке )0,0(Q  и (0)l lSσ = , 
где 0lS =  для l  – нечетных. Кроме того, для квадратного массива 

6 10 14 ... 0S S S= = = = . Остальные iS  положительны и могут быть вычис-
лены с помощью рекуррентных формул: 

2S = π , 4 3,15121S = , 8 4,25577S = , 12 3,9388S = , … . 

 
7.3. Представление тензора эффективной проводимости 

для двоякопериодических композитов 
 
Для вычисления эффективных характеристик композиционных ма-

териалов физиками и инженерами используется аналитическая формула 
Клаузиуса – Мозотти 

1
1

lλ + ρν
=

λ −ρν
 

для случая малых концентраций включений ν . Здесь λ  – проводимость 

матрицы; lλ  – эффективная проводимость композита; 1

1

λ − λ
ρ =

λ + λ
 – кон-

трастный параметр Бергмана, выражающий разницу между проводимо-
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стями материалов; 1λ  – проводимость включений, +∞<λ<0 , 1 1.− ≤ ρ ≤  

Удобно считать проводимость матрицы равной единице. Тогда 1

1

1.
1

λ −
ρ =

λ +
 

Используя метод функциональных уравнений (см. подраздел 5.7), 
можно обобщить формулу Клаузиуса – Мозотти на случай большой кон-
центрации включений: 

 1

0
1 2 ( ).

s
p s

l p
p

A o +

=
λ = + ρν ν + ν∑  (7.31) 

Рассмотрим композиционный материал, имеющий двоякопериоди-
ческую структуру. Обозначим нулевую (фундаментальную) ячейку ком-

позита через (0,0) 1 2 1 2
1 1 1 1C : , .
2 2 2 2

Q z t it t t⎧ ⎫= = + ∈ − < < − < <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 Рассмот-

рим прямоугольную решетку Ξ , определяемую двумя фундаментальны-
ми векторами 1 21, .iω = ω =  Тогда семейство ячеек 

1 2( , )m mQ  (где 

1 2( , ) (0,0) 1 2 1 2 (0,0): { C : }m mQ Q m im z z m im Q= + + = ∈ − − ∈ , 1 2,m m  – целые), 
геометрически описывает структуру двоякопериодического композицион-
ного материала. Пусть взаимно непересекающиеся круговые включения 

: { C : }k kz z a r= ∈ − <D , 
_____

,1 Nk = , 

имеют одинаковые радиусы и периодически повторяются в ячейках 
1 2( , )m mQ  (рис. 7.3 для случая четырех симметрично расположенных вклю-

чений в ячейке).  
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Обозначим через { C :| | }k kt t a r= ∈ − =T  – границы кругов kD . Тогда 

связная область 0 (0,0)
1

: \
N

k k
k

D Q
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
D T∪ ∪  представляет собой часть мат-

рицы композита в нулевой ячейке (0,0).Q  
Тепловое поле T  удовлетворяет уравнению Лапласа (является по-

тенциальным): 

0=ΔT  на 1 2 0 1 2
1
( ) ( )

N

k
k

m im D m im
=

⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
D∪ ∪  

и условиям сопряжения: 

_____

1

, 

на , 1,  ,k

T T

T T T k N
n n

+ −

+ −

⎧ =
⎪
⎨∂ ∂

= λ =⎪
∂ ∂⎩

 

где 
n
∂
∂

 – производная в направлении внешней нормали. Кроме того, 

предположим, что поле T  удовлетворяет следующим условиям квазипе-
риодичности: 

 
( 1) ( ) 1,
( ) ( ).

T z T z
T z i T z

+ = +
+ =

 (7.32) 

Введем комплексные потенциалы )(),( zz kϕϕ  – функции, аналити-
ческие в 0D  и kD  соответственно, непрерывно дифференцируемые в за-
мыкании 0D  и .kD  Эти функции связаны с неизвестным температурным 
полем T  равенствами: 

0

1

Re( ( ) ), ,
( ) 2 Re ( ), , 1, .

1 k k

z z z D
T z

z z k N

ϕ + ∈⎧
⎪= ⎨ ϕ ∈ =⎪ + λ⎩

D
 

Функция )(zϕ  однозначна в 0.D  Кроме того, из (7.32) имеем: 
( 1) ( ) ( ).z z z iϕ + = ϕ = ϕ +  

Условия сопряжения для T  могут быть переписаны в виде задачи R-
линейного сопряжения: 

 
_______

( ) ( ) ( )k kt t t tϕ = ϕ −ρ ϕ − , kt a r− = ,  
_____
1,  .k N=  (7.33) 
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Введем также вспомогательные потенциалы по формулам: 

0( ) : ,u uz i z D
z x y

∂ϕ ∂ ∂
ψ = = − ∈

∂ ∂ ∂
, 

1 1( ) : , .
2

k
k k

u uz i z
z x y

⎛ ⎞∂ϕ λ + ∂ ∂
ψ = = − ∈⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

D  

Дифференцируя (7.33), приходим к задаче 

 
2 ________

( ) ( ) ( ) 1, , 1, .k k k
k

rt t t t a r k N
t a

⎛ ⎞
ψ = ψ + ρ ψ − − = =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (7.34) 

Функции ψ  и kψ  найдем с помощью метода функциональных урав-
нений (см. подраздел 5.7), а именно, компоненты mψ  решения задачи 
(7.34), соответствующие кругам mD , удовлетворяют системе функцио-
нальных уравнений (см. (5.79)): 

 
1 2

1 2

*
, ,

1 ,
( ) ( )( ) 1, , 1, ,

N

m m m k k m m
k m m

z W z z a r m N
=

ψ = ρ ψ + − ≤ =∑ ∑  (7.35) 

где операторы 
1 2, ,m m kW  определены формулами (5.78). Каждая из функ-

ций mψ  может быть представлена сходящимся рядом 

0
( ) ( ) .l

m lm m
l

z z a
∞

=

ψ = ψ −∑  

Тогда из свойств этих функций вытекают следующие представления 
(для краткости будем полагать ),( 21 mmj = ): 

 2( 1)
, 2 0

0
( )( ) ( ),l

j k k lk l k
j l

W z r E z a z D
∞

+
+

=
ψ = ψ − ∈∑ ∑ , (7.36) 

 2( 1)
, 2 (0,0)

0
( )( ) ( ),' l

j k k lk l k
j l

W z r z a z Q
∞

+
+

=
ψ = ψ σ − ∈∑ ∑ , (7.37) 

где , ( )l lE σ  – функция Эйзенштейна (модифицированная функция Эй-
зенштейна) (см. формулы (7.29), (7.30)). 

Решение mψ системы функциональных уравнений (7.35) будем ис-
кать в виде ряда по степеням 2r : 

(0) 2 (1) 4 (2)( ) ( ) ( ) ( )m m m mz z r z r zψ = ψ + ψ + ψ +… . 
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Используя (7.36), (7.37), перепишем (7.35) в виде 

2 ( ) ( ) 2( 1)
2

0 0 0
( ) ( )s s s s l

m l klk
s k m l s

r z r E z a
∞ ∞ ∞

+ +
+

= ≠ = =

⎡
ψ = ρ ψ − +⎢

⎣
∑ ∑∑∑  

 ( ) 2( 1)
2

0 0
( ) 1, | | ,s s l

l m mlm
l s

r z a z a r
∞ ∞

+ +
+

= =

⎤
+ ψ σ − + − <⎥

⎦
∑∑  (7.38) 

где ( )s
lkψ  – коэффициенты разложений функций ( ) ( )s

k zψ  по степеням 

( )kz a− . Для функций ( ) ( )s
k zψ  получаем следующие представления: 

(0) ( ) 1,m zψ =  

(1)
2 2( ) ( ) ( ) ,m k m

k m
z E z a z a

≠

⎡ ⎤
ψ = ρ − + σ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

1
1

(2) 2
2 2( ) ( ) ( )m k k k

k m k k
z E a a E z a

≠ ≠

⎡
ψ = ρ − − +⎢

⎢⎣
∑ ∑  

2 2
2 2 2 2(0) ( ) (0) ( ) ,k m

k m
E z a z a

≠

⎤
+ρ σ − + ρ σ σ − ⎥

⎦
∑  

1
1

(3) 2
3 3( ) 2 ( ) ( )m k k k

k m k k
z E a a E z a

≠ ≠

⎡
ψ = − ρ − − +⎢

⎢⎣
∑ ∑  

1
1

3
2 2 2(0) ( ) ( )k k k

k m k k
E a a E z a

≠ ≠
+ρ σ − − +∑ ∑  

( ) ( )23 2 3
2 2 2 2(0) ( ) (0) ( ) ,k m

k m
E z a z a

≠

⎤
+ρ σ − + ρ σ σ − ⎥

⎦
∑  

...  
 

Компоненты тензора эффективной проводимости вычисляются с ис-
пользованием теоремы о среднем для гармонических функций 

1 1

21 2 ( ) 1 ( ),
m

N N
x xy
e e m m m

m mD

i z dxdy a
N= =

ρν
λ − λ = + ρ ψ = + ψ∑ ∑∫  

где 2rN π=ν  – концентрация включений. 
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Коэффициент эффективной проводимости x
eλ  может быть представ-

лен в виде ряда по концентрации ν : 

1

0
1 2 ( )

s
p s

l p
p

A o +

=
λ = + ρν ν + ν∑ , 

где коэффициенты ( )
1

1

1 Re ( ), 0, 1, 2,
N

p
p m mp p

m
A a p

N +
=

= ψ =
π ∑ …, вычисля-

ются через суммы значений функций Эйзенштейна  

1 2

1 2
,

( ) : ( ) m
m

m m
E z z m im −= − −∑  

и значений модифицированных функций Эйзенштейна 

1 2

1 2
,

( ) : ( ) .m m
m

m m
z z m im z− −σ = − − −∑  
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